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В работе выполнен анализ напряженно-деформированного состояния горного массива, ослабленного 
взаимодействующими равновеликими полостями (подземные хранилища газа, ПХГ) при различных ре-
жимах эксплуатации хранилищ. Неоднородность жесткостных свойств среды обусловлена геологически-
ми причинами: упругие параметры грунта меняются с глубиной его залегания под поверхностью земного 
шара. Эффективным средством решения задачи для неоднородного упругого многополостного тела явился 
метод граничных состояний, обвязанный методом возмущений, позволяющий получать решение в числен-
но-аналитической форме. Результаты аналитического решения приведены в графической форме, удобной 
для интерпретации. Оценена концентрация напряжений при различных способах нагружений и значениях 
малого параметра, отвечающего за неоднородность среды. Показана достоверность решений. Выработана 
рекомендация по укреплению проблемных зон на границах полостей.
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The analysis of the stress-strain state of mountain range, weakened by equal interacting cavities (underground 
gas storage, UgS) for various modes of operation of storage is done in the work. heterogeneity of the mechanic 
properties of the environment are caused by the geological reasons: elastic parameters of soil are changed with a 
depth of his bedding under the surface of the globe. An effective means of solving the problem for an inhomogeneous 
elastic multi-cavity body was method of boundary states (MbS), tied with the perturbation method, allowing to 
receive the decision in a numerical – analytical form. The results of the analytical solution are presented in graphical 
form for easy interpretation. The concentration of stresses at various ways of loading and the values of the small 
parameter, which is responsible for heterogeneity of the environment , are estimated. The accuracy of decisions is 
shown. recommendation to strengthen of problem areas at the boundaries of the cavities is developed.
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Подземные хранилища газа (ПХГ) явля-
ются неотъемлемой частью единой системы 
газоснабжения не только России, но и со-
седних государств, взаимодействующих 
с Газпромом. Их роль весьма значитель-
на и постоянно возрастает. Используются 
не только старые выработки, но строятся 
новые надежные ПХГ. Удобству их экс-
плуатации отвечает ряд соображений, воз-
никающих [1] из сравнения с иными спо-
собами обеспечения потребления газа: они 
находятся вблизи объекта использования, 
что сказывается на времени доставки газа 
потребителю, позволяет регулировать се-
зонную неравномерность потребления газа, 
снижать пиковые нагрузки, обеспечивать 
гибкость и надежность поставок.

Вопросам обеспечения прочности 
и устойчивости подземных выработок [2], 
а также их крепей [3] уделяется существен-
ное внимание. В настоящей работе ставится 
целью прогнозирование результатов меха-

нического взаимодействия полостей (ПХГ). 
Для ее достижения намечены и реализова-
ны следующие задачи: выбор метода реше-
ния (МГСВ – новый энергетический метод 
граничных состояний в сочетании с возму-
щениями) [4]; постановка и решение ряда 
задач (формирование граничных условий 
(ГУ), обезразмеривание, обеспечение ре-
шения); оценка характеристик прочности 
и устойчивости; выработка рекомендаций.

Метод граничных состояний – 
эффективное средство решения 

многополостных задач
В МГС (методе граничных состоя-

ний) [5] под состоянием среды понимает-
ся согласованный набор ее характеристик. 
В случае изотропной упругости ее состоя-
ние в области V описывают [6] соотноше-
ния Коши

 ( ), ,
1

2i j i j j iu uε = + ,  (1.1)
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обобщенный закон Гука 

 2i j kk i j i jσ = λε δ + µε ,  (1.2)
уравнения равновесия
 , 0i j j iXσ + = ,  (1.3)
где ui – компонента вектора перемещения, 
σij, εij – компоненты тензоров напряжений 
и деформаций, λ, μ – параметры Ламе (в об-
щем случае неоднородные), Xi – объемные 
силы, δij – символ Кронекера. Тогда вну-
треннее состояние есть непротиворечивый 
набор { }, ,i i j i juξ = ε σ , отвечающий уравне-
ниям (1.1)–(1.3). 

Внутреннее состояние ξ индуциру-
ет соответствующее граничное состояние 

{ },
Vi iu p

∂
γ = , i i j iV

p n
∂

= σ , где ni – компо-
нента единичного вектора внешней норма-
ли к границе ∂V. В силу теоремы Сомилья-
ны [7], принципа возможных перемещений 
и линейности определяющих соотношений 
изоморфизм ξ↔γ является гильбертовым. 
Для обеспечения ортогонализации вводятся 
скалярные произведения:

(1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2)

( , ) ,

( , ) ,

ij ij
V

i i
V

dv

p u ds

Ξ

Γ
∂

ξ ξ ≡ σ ε

γ γ =

∫

∫
(1) (2) (1) (2)( , ) =( , )Γ Ξγ γ ξ ξ

в пространствах Ξ  и Г, составленных из 
возможных реализаций состояний ξ, γ соот-
ветственно. 

Атрибуты результирующих состояний 
изоморфных гильбертовых пространств 
представляются соответственно рядами 
Фурье по элементам ортонормированных 
базисов ( ( ) ( )( , )i j

i jΞξ ξ = δ ):
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Соотношения (1.1)–(1.3) составляют 
задачу линейной неоднородной эластоста-
тики, для которой из-за функционального 
наполнения коэффициентов Ламе общее ре-
шение отсутствует. Декомпозиция методом 
А. Пуанкаре приводит к последовательно-
сти линейных задач эластостатики с посто-
янными коэффициентами. 

Решение задачи каждого приближения 
состоит в определении коэффициентов Фу-
рье из информации, содержащейся в ГУ. 

МГС эффективно решены многие основ-
ные и смешанные задачи эластостатики для 
односвязных тел. В последнее время МГС 
эффективно развит в части решения задач 
для многосвязных тел. К настоящему вре-
мени – задачи для неограниченного тела 
с полостями и включениями: о взаимовли-
янии сферических полостей (1-я основная), 
о взаимовлиянии сферических включений 
(2-я основная) [8], о взаимодействии поло-
сти и включения (основная смешанная) [8]; 
для ограниченного тела: сферический слой 
(осевая симметрия), сферический слой 
в шаре при различных нагружениях, сжатие 
кругового цилиндра, содержащего сфериче-
скую полость, задача о кубе со сферически-
ми полостями.

Методология решения задач средствами 
МГС определена [4]. Выполним декомпо-
зицию определяющих соотношений эла-
стостатической среды методом А. Пуанка-
ре. Будем искать искомое состояние в виде 
разложения 0 1 ... ...m mξ = ξ + βξ + + β ξ +  по 
малому параметру β. Считая ГУ отнесенны-
ми к состоянию ξ0, приходим к последова-
тельности задач изотропной эластостатики:

( ), ,
1 ,
2

m m m
i j i j j iu uε = +

0 02 ,m m m
i j kk i j i js = λ ε δ + µ ε

, 0,m m
i j j is X+ =

 ( )
,

1 1 1 1
, 2 ,

j

m m m m
i j i kk i j i jX X − −= + λ ε δ + µ ε   (1.5)

где 
0 1,λ = λ + βλ  0 1,µ = µ + βµ

 0 1 ... ...m m
i i i iX X X X= + β + + β + , 

а m
i js  на шаге m формально выполняет роль 

компоненты тензора напряжений и строит-
ся по решении задачи итерации m. Тогда ре-
альный тензор напряжений есть
 1 1 1 12m m m m

i j i j kk i j kks − −σ = + λ ε δ + µ ε .  (1.6)
Одна из положительных особенностей 

использования МГС в контексте метода воз-
мущений состоит в том, что поставленные 
ГУ достаточно удерживать лишь при ите-
рации m = 0, а для последующих итераций 
достаточно решить первую или вторую ос-
новные задачи, поскольку в этих случаях 
построение решения сводится к рутинно-
му подсчету квадратур. В приближении m 
общее решение для односвязного ограни-
ченного либо неограниченного тела пред-
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ставляется решениями Аржаных – Слобо-
дянского (1.7), (1.8) соответственно:
 , ,4(1 )

i i

m m
i j i j i j ju B x B x B u= − ν + − +  ,  (1.7)

 ,4(1 ) ( )
i i

m m
i j j iu B x B u= − ν − +  ,  (1.8)

где 
i

mu  – известная величина как состав-
ляющая перемещения, обусловленная объ-
емными силами 

m

i
X ; ( ) 2ν = λ λ + µ  – ко-

эффициент Пуассона, Bi – компонента 
произвольного гармонического вектора. 
Общие решения (1.7), (1.8) служат эффек-
тивно, формируя базис пространства состо-
яний для тела. 

Выражения (1.5), (1.6) показывают, что 
на каждом шаге итерации при решении не-
однородной задачи формально возникают 
фиктивные неконсервативные объемные 
силы. Учет объемных сил непотенциально-
го характера реализован и состоит в восста-
новлении внутреннего и ему соответствую-
щего граничного состояний, обусловленных 
лишь этими силами. 

Постановка задач о взаимодействии 
сферических полостей в коре земного шара

Для организации искусственных ПХГ 
реально достижимым является слой осадоч-
ных пород (осадочная оболочка глубиной до 
нескольких километров), перемежающихся 
с выступами гранитной оболочки, углубляю-
щейся до десятков километров [9]. Слои ба-
зальтовый (до 30 км) и сиалевый (50–60 км) 
для практических целей пока технически 
не достижимы. Реальным окружением для 
ПХГ разумно считать пласты гранита, рас-
положенные ближе к поверхности земного 
шара. Модуль сдвига гранита в нормаль-
ных условиях составляет величину поряд-
ка 1,6∙104 МПа, коэффициент Пуассона за-
висит от структуры гранита и колеблется 
в пределах 0,1–0,15. Для осадочных пород 
он наблюдается в пределах 0,15–0,38 [10]. 
Учитывая перемеженность фракций грани-
та с прочими породами у поверхности зем-
ного шара, при расчетах будем принимать 
значение коэффициента равным 0,15 и счи-
тать его постоянным в верхнем слое коры 
глубиной до 0,5 км, в то время, как модуль 
сдвига возрастает с ростом давления [10]; 
давление у подошвы земной коры (около 
50 км) составляет около 13 тысяч атмосфер, 
следовательно, линейная оценка измене-
ния избыточного давления в земной коре 
по глубине h дает зависимость p ≈ 0,26h 
атм. [9]. Справочные данные указывают ка-
чественно на прямую зависимость модуля 
сдвига от давления, но не уточняют коли-

чественную сторону дела [9], поэтому мо-
дуль сдвига и ему соответствующий модуль 
объемного деформирования при выбранном 
значении коэффициента Пуассона будем 
оценивать посредством параметра β в виде 

0 (1 )hµ = µ + β , 00,43 (1 )hλ = µ + β .
Учитывая практическую сторону органи-

зации ПХГ и рекомендованную глубину их 
расположения (от 100 до 1500 м) [10], рассмо-
трим задачу о взаимодействии двух сфери-
ческих ПХГ, выполненных в гранитном слое 
толщиной R0 = 300 м на глубине h0 = 100 м 
радиусом r0 = 50 м. Анализируемую область 
ограничим цилиндрической поверхностью 
радиуса R0; ось цилиндра расположена сим-
метрично относительно выработок, центры 
обеих полостей отстоят от осей на расстоянии 
h0. Толщина верхнего слоя до границы выра-
ботки назначена не очень значительной спе-
циально для того, чтобы отследить влияние 
полостей на состояние приповерхностного 
слоя. Напротив, нижняя грань слоя и цилин-
дрическая граница рассматриваемой области 
удалены от границ выработок на более значи-
тельные расстояния, чтобы наличие полостей 
мало искажало значение давления (в соот-
ветствии с принципом Сен-Венана) на искус-
ственно выделенной границе. 

В безразмерной постановке с масштаб-
ными коэффициентами по напряжениям μ0 
и по геометрии R0 задача сводится к опре-
делению напряженно-деформированного 
состояния (НДС) для неоднородной эласто-
статической среды, заключенной внутри ци-
линдра радиуса 1 и высотой 1, простираю-
щейся по оси z в пределах [ ]1;0z ∈ − . Начало 
координат расположено на верхней грани, 
так что плоскость Oxy касается поверхно-
сти земного шара. Центры сфер радиусами 
1/6 суть ( )1 1 3,0, 1 3O − − , ( )2 1 3,0, 1 3O −  
(рисунок). ГУ отвечают постановке первой 
основной задачи, а именно граница S3 сво-
бодна от нагрузки, на границе S2 действует 
нормальное давление p2 = 0,0005, на грани-
це S1 давление меняется по закону –0,0005z, 
z < 0. Границы S4, S5 полостей предполага-
ется загрузить тремя способами: 

1) обе границы свободны от давления, 
2) S4 свободна от нагрузки, по S5 дей-

ствует давление p5 = 0,0016, 
3) обе полости нагружены максималь-

ным давлением p4 = p5 =0,0016. 
Неоднородность механических свойств 

учитывалась малым параметром β: 
1 zµ = − β , ( )0,43 1 zλ = − β , ν = 0,15. Реше-

ние задачи проводилось средствами МГС, 
обвязанного методом возмущений при зна-
чениях { }0, 0,05,0,1β ∈ . 
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Таблица 1
Опорное линейное напряженное состояние (β = 0)

Незагруженные
полости

Одна загруженная
полость

Загруженные полости

σxx

σyy

σzz

σxz

Сечение y = 0 анализируемого слоя осадочной породы с полостями
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Для каждой задачи выполнялось три 
итерации. Сходимость решения на каждой 
итерации оценивалась как косвенно (отсле-
живание насыщения суммы Бесселя), так 
и напрямую через среднеквадратичную ин-
тегральную невязку решения с ГУ. Для учета 
НДС, обусловленного объемными силами, 
искусственно порождающимися в итераци-
онном процессе метода возмущений в со-
ответствии с (1.5), использовался алгоритм, 
исходящий из существования счетного бази-
са сил, единственной компонентой которых 
является моном от x, y, z, размещенный в по-
очередно в каждой позиции вектора X.

Результаты решения средствами МГС по-
строены в аналитическом виде, но ввиду не-
обозримости символьных выражений пред-

ставлены в графической форме (табл. 1–2, 
линии уровня напряжений). Нулевой уровень 
напряжений соответствует фону (внутрен-
ность полостей), более высоким значениям 
соответствуют более светлые тона. На рисун-
ках, помещенных в формат таблиц, представ-
лены напряжения в сечении y = 0; в случае 
задач 1), 3), обладающих симметрией в поста-
новке, удержано ограничение x > 0.

Анализ напряжений σxx, σyy, σzz, σxz и их 
сопоставление между постановками пока-
зывают:

1) радиальные (по отношению к цилин-
дрической форме внешней границы целика) 
напряжения σxx достигают своего положи-
тельного максимума в верхних полюсах 
сферических полостей; 

Таблица 2
Возмущенное напряженное состояние (β = 0,1)

Незагруженные
полости

Одна загруженная
полость

Загруженные полости

σxx

σyy

σzz

σxz
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2) окружные (σyy) также имеют приори-
тетные значения в «северных полюсах»;

3) характер осевых (σzz) напряжений су-
щественно зависит от ГУ и взаимовлияния 
полостей, но по уровню уступает комбина-
ции σxx ~ σyy, ориентированной на разрыв 
волокон, примыкающих к полостям;

4) сдвиговые напряжения (σxz) в окрест-
ности полости в существенной степени опре-
деляются именно нагружением этой полости. 

Эти соображения позволяют сформиро-
вать критерий, по которому можно судить об 
опасности образования трещин нормального 
отрыва в волокнах, примыкающих к полостям, 
а именно: в качестве коэффициента концентра-
ции напряжений логично выбрать величину 

2 2

1,2
max

i
xx yyi N

k
=

 = σ + σ 
 

,

где «северные полюсы» полостей N1,2 име-

ют координаты 1 1; 0;
3 6

 ± −  
.

В табл. 3 сопоставлены значения коэф-
фициента k при различных предельных слу-
чаях функционирования ПХГ и варьируе-
мых значениях параметра β. 

Из сопоставления значений видно, что 
наибольшую опасность в плане возникно-
вения разрушения представляет собой ва-
риант, когда обе полости загружены макси-
мальным давлением.

О корректности построенных решений 
можно судить по интегральной среднеква-
дратической невязке ГУ с построенным 
граничным состоянием. Соответствующая 
информация помещена в табл. 4. Этого до-
статочно для констатации корректности ре-
шения, поскольку суммарное внутреннее 
состояние удовлетворяет тождественно со-
отношениям (1.5) на каждом шаге итера-

ции. Таким образом, сходимость итераци-
онного процесса и достоверность решения 
показана во всех трех постановках. 

Максимальное значение коэффициента 
концентрации напряжений k = 0,00170, ко-
торому с учетом масштаба по напряжениям 
μ0 = 1,6∙104 МПа, позволяет проектировать 
усиливающие элементы ПХГ, локализуе-
мые в верхних полярных шапках полостей 
(разумеется, с назначаемыми конструктора-
ми коэффициентами запаса прочности). 

Работа выполнена при поддержке гран-
та РФФИ № 16-41-480729 «р_а».
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