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Описаны основные элементы аппарата представления нечетких данных и нечетких зависимостей 
с оценкой их меры достоверности. Более подробно рассмотрен этап композиции нечетких отношений, реа-
лизованный посредством традиционной процедуры max – min нечеткой свертки нечетких отношений (ком-
позиции Мамдани). Доказано, что композиция Мамдани имеет смысл, аналогичный подстановке уравнений 
для исключения общих повторяющихся переменных. Приведен результат расчета композиции Мамдани, 
который показывает, что рассматриваемая композиция действительно выполняет роль подстановок урав-
нений и исключения промежуточных переменных. Результаты применимы к решению задачи установления 
нечетких отношений между стартовыми и прогнозными параметрами по цепочке отношений, содержащих 
промежуточные параметры, что особо важно для установления отношений между величинами, характеризу-
ющими петрофизические и геофизические свойства горных пород.
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FUZZY SUBSTITUTION AND THE PRINCIPLE OF MAMDANI
Burmistrova O.N., Kobrunov A.I., Kozhevnikova P.V.
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The main elements of the apparatus of representation for fuzzy data and fuzzy dependency with their reliability 
measures. In more detail the stages of the composition of fuzzy relations, implemented by means of conventional 
procedures max – min fuzzy convolution fuzzy relations (composition Mamdani). It is proved that the composition 
Mamdani has a similar sense of substituting the equations to eliminate common recurring variables. The results 
of calculations of the composition Mamdani, which shows that indeed, the composition serves as a permutation 
equations and exclusion of intermediate variables. The results are applicable to the task of establishing fuzzy 
relationship between the starting and forecast parameters of the chain of relations containing intermediate settings, 
which is especially important to establish a relationship between the quantities characterizing the geophysical and 
petrophysical properties of rocks.
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Нечеткие переменные естественным 
образом возникают как исходные данные, 
для установления зависимостей между 
физико-геологическими параметрами, ис-
пользуемыми для прогноза одних физико-
геологических параметров по другим [2, 3]. 
В отличие от традиционных методов вывода 
регрессионных уравнений по набору вход-
ных данных [1], и дальнейшего опериро-
вания этими уравнениями как основой для 
прогноза параметров, концепция использо-
вания нечетких переменных основывается 
на полноценном учете всей совокупности 
данных, включая те неопределенности, ко-
торые реально существуют.

Основные концептуальные положения, 
лежащие в основе методов нечеткого моде-
лирования, применительно к задачам моде-
лирования в промысловой геологии состоят 
в следующем [4, 5]:

– влияние неоднородностей, присущих 
распределенным параметрам физико-гео-
логической модели среды, проявляющимся 
в форме погрешностей измерений, приво-
дит к нечеткости входных данных, исполь-
зуемых при моделировании, которые харак-

теризуются распределением своих значений 
в выделенном диапазоне и ранжированным 
по уровню доверия результатам;

– те же факторы приводят к недоопре-
деленности данных, используемых при 
построении зависимостей, с целью обуче-
ния прогнозу параметров по измеренным 
данным. Зависимости должны отражать 
объективную неопределенность связей 
между параметрами и быть ранжирован-
ными по достоверности во всем диапазо-
не своей области определения и допусти-
мых значений;

– итоговая физико-геологическая мо-
дель, определенная как система распреде-
ленных геолого-геофизических параметров, 
должна наследовать ранжированную по до-
стоверности неопределенность исходных 
данных в форме многовариантности и диф-
ференцированной по компонентам вариан-
тов оцененной достоверности. 

Адекватным аппаратом, представления 
нечетких данных и нечетких зависимостей 
с оценкой их меры достоверности служат 
принципы нечеткого моделирования, осно-
ванного на трех компонентах:
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– неопределенные данные с оценкой 

меры доверия представляются в форме функ-
ций принадлежности для нечетких величин;

– неопределенные связи с их дифферен-
цированным ранжированием по достовер-
ности представляются в форме отношений 
между нечеткими величинами; 

– прогноз параметров модели с ранжи-
рованной оценкой достоверности реализу-
ется построением функции принадлежно-
сти для пространственного распределения 
параметров физико-геологической модели 
и выполняется на принципах нечеткого ло-
гического вывода, основанного на функции 
принадлежности для измеренных нечетких 
величин и нечеткого отношения, между из-
меряемым и прогнозным параметрами по-
лученными на этапе петрофизических ис-
следований керна.

В приведенной концепции основными 
элементами служат:

Фазификация исходных данных – пред-
ставление их в форме функций принадлеж-
ности μ(x, Ri) для исходных величин параме-
тра x в локальных интервалах Ri, в которых 
будет выполняться прогнозирование.

Фазификация отношений, состоящая 
в построении функций принадлежности для 
отношений между исходными x, промежу-
точными y, h, …, ξ и прогнозными параме-
трами z: μ(x, y), μ(y, h), μ(ξ, z). 

Расчёт композиций нечётких отношений 
между входными параметрами для прогно-
за и итоговыми через систему промежуточ-
ных параметров y, h, …, ξ для установления 
отношений μ(x, z) между начальными и ко-
нечными параметрами. 

Для расчета функции принадлежности 
для параметра y по заданным на основе 
фазификации данных 𝔐, функции при-
надлежности исходного параметра – μ𝔐(x), 
и установленной на основе фазификации 
данных 𝔄, функции принадлежности для 
отношения между x и y – μ𝔄(x, y), использу-
ем традиционную максиминную нечёткую 
свёртку (композицию):

 (1)

Эта формула соответствует обычному 
правилу матричной алгебры – произведе-
ние матрицы эквивалентной μ𝔄(x, y) на век-
тор μ𝔐(x), но сформулированному на язы-
ке логических умножений – пересечений 
и сумм – объединений.

Далее, по найденной μ𝔄×𝔐(y) и заданно-
му отношению μℜ(y, z) находим:

 (2)

Подставляя выражение для μ𝔄×𝔐(y) в по-
следнее соотношение, получаем

 (3)

Обозначив

  (4)

получаем для μ𝔄×𝔐×ℜ(z).
Соотношение (4) переписывается содер-

жательным раскрытием операций пересече-
ния и объединения в эквивалентной форме 
следующим образом:

 (5)
Это искомое соотношение для подста-

новок в представлениях функций принад-
лежности для нечетких величин. Соотноше-
ние (5) известно как композиция Мамдани 
μ𝔄(x, y) и μℜ(y, z) и, как выяснено, имеет 
смысл, аналогичный подстановке уравне-
ний для исключения общих повторяющихся 
переменных. Этим обосновываются прави-
ла вычисления цепочек композиций проме-
жуточных отношений для получения функ-
ции принадлежности итогового отношения 
μ𝔄×ℜ(x, z) между исходными и итоговыми про-
гнозными параметрами. Это исключительно 
важное и определяющее обстоятельство для 
формирования правил нечеткой математики, 
обеспечивающих анализ неопределенных 
нечетких данных, полученных в результате 
экспериментов. Оно обосновывает приме-
нимость композиции Мамдани отношений 
как подстановки нечетких зависимостей для 
нахождения итоговых законов, обеспечиваю-
щих прогноз нечетких параметров.

Продемонстрируем эквивалентность 
этого правила обычным приемом подста-
новок уравнений в некоторых простей-
ших случаях. 

Далее на рисунках приведены исходные 
данные и их нечеткие модели для отноше-
ний μ𝔄(x, y) и μℜ(y, z).
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Для линейных зависимостей:

Исходные данные: y = x Нечеткая модель μ𝔄(x, y)

Исходные данные: z = 7 – y Нечеткая модель μℜ(y, z)

Композиция Мамдани μ𝔄×ℜ(x, z) этих отношений выглядит следующим образом:

Рис. 1. Композиция Мамдани линейных зависимостей: 
черным цветом обозначен график функций, полученный путем подстановки уравнений

Как видно, в полном соответствии с «алгебраической аналогией» происходит подста-
новка уравнений и исключение промежуточного параметра y.
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Для нелинейных зависимостей:

Исходные данные: y = x2 + 1 Нечеткая модель μ𝔄(x, y)

Исходные данные: Нечеткая модель μℜ(y, z)

Композиция Мамдани μ𝔄×ℜ(x, z):

Рис. 2. Композиция Мамдани нелинейных зависимостей
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Для более выраженных нелинейностей:

Исходные данные: Нечеткая модель μ𝔄(x, y)

Исходные данные: Нечеткая модель μℜ(y, z)

Композиция Мамдани μ𝔄×ℜ(x, z):

Рис. 3. Композиция Мамдани более выраженных нелинейных зависимостей
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Приведенные результаты позво-

ляют использовать композицию Мам-
дани в моделях нечеткого анали-
за как нечеткий аналог подстановок 
зависимостей, что особо важно для 
установления отношений между вели-
чинами, характеризующими петрофизи-
ческие и геофизические свойства гор-
ных пород.
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