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Для вырождающегося уравнения гиперболического типа изучена нелокальная краевая задача. Вопрос 
однозначной разрешимости задачи сведен к разрешимости интегральных уравнений Вольтерра второго рода 
при различных значениях параметров уравнения и операторов дробного интегро-дифференцирования.
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We investigated the problem with fractional integro-differentiation operators Reimann-Liouville for the 
degenerate hyperbolic equation. We prove that this problem is uniquely solvable if integral Volterra equations of the 
second kind are solvable with various values of parameters and a fractional integro-differential operators.
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Теория краевых задач для вырожда-
ющихся и смешанного типов уравнений 
в настоящее время является одним из важ-
нейших разделов теории дифференциаль-
ных уравнений в частных производных 
и привлекает к себе внимание многих ис-
следователей. За последние годы особен-
но интенсивно ведутся исследования задач 
со смещением и задач типа задачи Бицад-
зе – Самарского, что можно обосновать как 
внутренними потребностями обобщения 
классических задач для уравнений мате-
матической физики так и прикладным зна-
чением и связью с задачами газовой дина-
мики, теории теплопроводности, теории 
упругости, теории плазмы, математической 
биологии и многими другими вопросами 
механики.

Для вырождающихся гиперболических 
и смешанного типов уравнений исследова-
лись задачи, когда на характеристической 
части границы области задавалось нело-
кальное условие, поточечно связывающее 
значение решения или производная от него, 
вообще говоря, дробной определенного по-
рядка, зависящего от порядка вырождения 
уравнения. Работ, посвященных исследова-
нию случаев, когда в краевых условиях при-
сутствуют дробные производные и интегра-
лы произвольных порядков, не зависящих 
от порядка вырождения уравнения, сравни-
тельно мало.

Цель исследования: Для вырождающе-
гося гиперболического уравнения исследо-
вать влияние порядков операторов дробного 
интегро-дифференцирования в краевом ус-
ловии и коэффициента при младшей произ-
водной в уравнении на однозначную разре-
шимость задачи.

Постановка задачи. Рассмотрим урав-
нение
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Задача. Найти регулярное в области W 
решение ( ),u x y  уравнения (1) из класса 
( ) ( )1C C IΩ Ω∩ ∪ , удовлетворяющее кра-

евым условиям

	 ( ) ( ),0 , u x x x I= τ ∀ ∈  	 (2)
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где ,δ µ  – любые вещественные числа, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,A x B x x x C Iγ τ ∈ , причем 
( ) ( )2 2 0A x B x+ ≠ , ( )0 xθ , ( )1 xθ  – точки 

пересечения характеристик уравнения (1), 
выходящих из точки ( ),0x I∈  с характери-
стиками AC, DC соответственно; 0 1 , l l

x xD D  – 
операторы дробного в смысле Римана-Лиу-
вилля интегро-дифференцирования [5].

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 ,  x xA x D u x B x D u x x x Iδ µθ + θ = γ ∀ ∈       , 	 (3)
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; ( )zΓ  – гамма функция Эйлера [3].

Удовлетворяя (4) краевому условию (3), получим интегральное уравнение относитель-
но:
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Теорема 1. Пусть 1µ = −α , 1δ < −β−α , ( ) 0B x ≠ , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3, , A x B x x C I C Iγ ∈ ∩ . 

Тогда решение задачи (1) – (3) существует и единственно.

Задача (1) – (3) относится к классу крае-
вых задач со смещением [4], исследованием 
которых для вырождающихся гиперболиче-
ских и смешанного типов уравнений зани-
мались многие авторы [1, 2, 4, 7–10].

Доказательство однозначной 
разрешимости задачи

При 
2
ma <  решение задачи Коши для 

уравнения (1) имеет вид [6]
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Действительно, при выполнении условий теоремы 1, уравнение (6) примет вид
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Чтобы определить гладкость правой части уравнения (7) заметим, что [5]
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где ( ), , ;F a b c z  – гипергеометрическая 
функция Гаусса [5].

Отсюда можно заключить, что

 ( ) ( ) ( )1 11F x x x x−β−δ= − γ , 

где ( ) ( ) ( )2
1 x C I C Iγ ∈  – известная  

функция.

Пусть ( ),H Iδ β  класс функций 
( ) ( )2 ,f x C I∈  могущих при 0x =  обра-

щаться в бесконечность порядка δ , а при 
1x =  в бесконечность порядка β .
Лемма. Пусть выполнены условия теоре-

мы 1. Тогда уравнение (7) имеет единствен-
ное решение в классе функций ( ),H Iδ β .

Доказательство леммы проведено при-
менением к уравнению (7) метода последо-
вательных приближений [9].

По найденному ( )xν  и известному 
( )xτ  решение задачи (1) – (3) определяется 

по формуле (4).

В случае 
2
ma = , удовлетворяя (5) ус-

ловию (3), вопрос существования решения 

задачи (1) – (3) эквивалентно редуцируется 
к разрешимости интегрального уравнения
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Теорема 2. Пусть 1δ = −β , 1µ < −α −β , 

( ) 0A x ≠ , ( )A x , ( )B x , ( )xγ ∈ 1( )C I , 

( ) ( ) ( )1 3 ,x C I C Iτ ∈ ∩  тогда решение за-

дачи (1) – (3) существует и единственно.
Доказательство, как и в случае теоре-

мы 1, проводится путем редукции вопро-
са существования решения задачи (1)–(3) 
к разрешимости уравнения Вольтерра вто-
рого рода относительно ( )xν  со слабой 
особенностью в ядре и непрерывной правой 
частью.
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Пусть ( ) 0A x ≠ . Подействовав на обе части (8) оператором 1
0

a
xD −δ−β− , получим 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
1

1 1
0 0 21 1x x

x

t dt
x D C x D f x

t x t
−δ−β−α −δ−β−α

−α α+β

 ν
ν − = 

− −  
∫ ,

где обозначено 

( ) ( )
( ) ( ) ( )1

B x
C x

A x
=
Γ α Γ −δ−β−α

, ( )
( )

( ) ( )
1

2

22
4

1

m f x
f x

A x

α+β+ 
 
 =

Γ −δ −β−α
.

Последнее уравнение в результате ряда преобразований сводится к уравнению Фред-
гольма второго рода относительно ( )xν  со слабой особенностью в ядре
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где ( ) ( ) ( )* 1,K x t C IxI C IxI∈ ∩ , ( ) ( ) ( )* 1f x C I C I∈ ∩  – известные функции.


