
80

ADVANCES IN CURRENT NATURAL SCIENCES    №1,  2015

PHYSICAL AND MATHEMATICAL SCIENCES
УДК.517.956.6

ЗАДАЧА БИЦАДЗЕ-САМАРСКОГО ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
СМЕШАННОГО ТИПА В НЕОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ

Кумыкова С.К., Шарданова М.А.
ФГБОУ ВПО «Кабардино-Балкарский государственный университет им. Х.М. Бербекова», 

Нальчик, e-mail: shardanova2010@yandex.ru

Исследован вопрос однозначной разрешимости задачи Бицадзе-Самарского для уравнения смешанного 
типа в неограниченной области.

Ключевые слова: задача Бицадзе-Самарского, задача Коши, уравнение Фредгольма, сингулярное интегральное 
уравнение.

THE BITCADZE-SAMARSKII PROBLEM FOR THE EQUATION 
OF MIXED TYPE IN AN UNBOUNDED DOMAIN

Kumykova S.K., Shardanova M.A.
FGBOU VPO « Kabardin-Balkar state university n.a. Kh. M. Berbekov», Nalchik, 

e-mail: shardanova2010@yandex.ru

The Bitcadze-Samarskii problem investigated for the equation of mixed type in an unbounded domain.

Keywords: Bitcadze-Samarskii problem, Cauchy problem, Fredholm equation, singular integral equation.

Введение
Успехи современного естествознания 

требуют дальнейшего развития теории диф-
ференциальных уравнений в частных про-
изводных, что приводит к необходимости 
исследования локальных и нелокальных за-
дач для уравнений смешанного типа. К на-
стоящему времени хорошо исследованы 
краевые задачи для уравнений смешанного 
типа, которые в гиперболической части об-
ласти их задания редуцируются к уравнени-
ем Эйлера-Дарбу-Пуассона. Наряду с этим 
задачи со смещением и задачи типа задач 
Бицадзе-Самарского образуют широкий 
класс нелокальных задач, теория которых 
далека от окончательного завершения. Ак-
туальность исследования таких задач мож-
но обосновать как внутренними потребно-
стями теоретического обобщения классиче-
ских задач для уравнений математической 
физики, так и прикладными значениями.

Цель исследования: доказать одно-
значную разрешимость задачи Бицадзе- Са-
марского для уравнения смешанного типа в 
неограниченной области.

Постановка задачи. Рассматривается 
уравнение 

0,0  constmuuysigny yyxx
m

  (1)
в области JDDD  21  плоскости ком-
плексного переменного z = x + iy, где 1D  
полуплоскость  2,0 Dy  конечная об-
ласть полуплоскости 0y , ограниченная 
характеристиками 

,0
2

2: 2
2m

y
m

xAC

1
2

2: 2
2m

y
m

xBC  

уравнения (1), выходящими из точек A(0,0), 
B(0,0) и отрезком AB прямой 0y ; J ин-
тервал 1,0 x  прямой 0y . 

Задача. Найти функцию ),( yxu  со сле-
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)(0 x , )(1 x  точки пересечения характери-
стик уравнения (1), выходящих из точки 

Jx )0,(  с характеристиками AC и BC соот-
ветственно; l

x
l
x DD 10 , операторы дробного 

в смысле Римана-Лиувилля интегро-диффе-
ренцирования [9]; φ(x), α(x), β(x), γ(x), c(x), 
d(x) – заданные функции, причем

 ,0)()()()( 2222  xcxxx 

α(x), β(x), γ(x), c(x), d(x) )(1 JC );
)()( ii JCx   и могут обращаться в беско-

нечность порядка не выше 21  при 0x  
и 1x , а при достаточно больших x  удов-

летворяют неравенству ,)( 1   xMxi  
где .0,,   constM

Задача (1)-(3) относится к классу крае-
вых задач со смещением [4], исследованием 
которых для уравнений смешанного типа 
занимались многие авторы [1,2,4-8]. Инте-
рес к таким задачам обусловлен тем, что 
они существенно обобщают задачу Трико-
ми, содержат широкий класс корректных 
самосопряженных задач и имеют многомер-
ные аналоги.

Теорема единственности. В области D  
не может существовать более одного решения 
задачи (1)-(3), если выполняются условия 
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Доказательство. Пусть u(x,y) решение 
задачи, удовлетворяющей однородным гра-
ничным условиям 
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Единственность решения задачи (1)-(3) 

будет следовать из (6), если мы докажем, что
1

0

* 0)()( dxxxJ

Выписывая решение задачи Коши в об-
ласти 2D [ 10] и удовлетворив условию (3), 
получим соотношение, между )(x  и )(x , 
принесенное из области 2D  на линию AB. 
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При выполнении условий (4),(5) теоремы, 
пользуясь методикой, примененной в рабо-
тах [5-8 ] , будем иметь 
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С учетом c1 sin2πε cosπε > 0  заключаем, 
что .0* J  Следовательно, решение задачи 
(1)-(2) единственно, так как 0)0,( xu в 2D  
как решение задачи Коши с нулевыми дан-
ными, а в 1D  как решение однородной за-
дачи .,0)0,( 21 JJJxxu y 

Существования решения задачи.
Дополнительно будем предполагать, что
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ем из области 1D  (8)
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Исключив )(x  из (7) и (8) вопрос су-

ществования решения задачи редуцируем к 
вопросу разрешимости сингулярного инте-
грального уравнения [3]

)()()()(
1

0 xt
dtt

i
xBxxA

,).()()()(),(
1

0
2

1

0
1 xF

xt
dttxkdtttxK   (9)

где 

  

  

 

,),(),(),(

,)(1
1
1)(

)(
),(

,)(1)(
)(

),()(

,)()(1)(
)(

)(

1

2121

1

11

11

11

xt
xxKtxKtxK

xx
x
txx

x
tktxK

xxxxikixxKxB

xcxxxxkcxA
























































































.
)(
)(

)(
)()(

)(
)2(

)(
)(

)(
)()(

)(
)2(

)(
)(

)(
)()()()(

1
2

2
0

2
121

1

1
2

2
0

2
121

0

1
2

2
0

2
1

xt
dtt

tx
dttDxxk

xt
dtt

tx
dttDxxk

xt
dtt

tx
dttxkxxF

x

x  

Здесь A(x) ≠ 0, A(x), B(x), γ(x) C1(J), 
правая часть )()( 1

1 JCxF   и при 0x  и 
1x  может обращаться в бесконеч-

ность порядка ниже .21   Ядро ),(1 txK  
имеет слабую особенность и допускает 
оценку 
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Так как

p

uu pp  

для любых 1p  и ,0, u  то отсюда сразу 
следует наше утверждение.

Таким образом, задача (1)-(3) эквива-
лентна в смысле разрешимости сингулярно-
му интегральному уравнению (9).
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гарантирует существование регуляризато-
ра, приводящего уравнение (9) к инте-
гральному уравнению Фредгольма второ-
го рода, безусловная разрешимость кото-
рого будет следовать из единственности 
решения задачи. По найденному )(x  
можно определить )(x  и решение задачи 
(1)-(3) в области 1D  по формуле [10] 
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а в области D2 как решение задачи Коши [10]
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