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Сложные вычислительные задачи, возникающие при моделировании технических устроиств и 
процессов можно развить на ряд элементарных: вычисление интергалов, решение дифференциальных 
уравнениии, определение экстремумов функции и т.д. Для таких задач уже разработаны методы решения, 
созданы компьютерные программы их решения В данной работе рассмотрены методы решения задач эллип-
тического типа. Несмотря на то, что постановка задач является классической, благодаря бурному развитию 
информационно-коммуникационным технологиям решение такого рода задач нетеряют свою актуальность. 
Применяется метод сеток. И проанализирован численный результат.
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Complex computational problems arising in the modeling of technical devices and processes can be developed 
into a series of elementary: integral calculation, solution of differential equations defi ned extremum of the function, 
etc. For such problems, methods have been developed solutions, created a computer program to solve them. In this 
paper some methods for solving elliptic type. Despite the fact that setting goals is a classic, thanks to the rapid 
development of information and communication technologies solve such problems captive, its relevance. The 
method of nets. And analyze the numerical result.
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Введение
Современные компьютеры дали в руки 

исследователей эффективное средство для 
математического моделирования сложных 
задач науки и техники. Поэтому количе-
ственные методы исследования в настоящее 
время проникли практически во все сферы 
человеческой деятельности. 

Реализация математических моделей на 
компьютере осуществляется с помощью ме-
тодов вычислительной математики, которая 
непрерывно совершенствуется вместе с 
прогрессом  в области информационно-ком-
муникационных технологии[1],[2]. Рассмо-
трим уравнение Лапласса
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Будем искать его решение, непрерывное 
в прямоугольнике и 

  ,2,1,0:, 21   lxxxxGG 

принимающее на границе Г заданные зна-
чения:

 .| xu                      (2)
Задача, определяемая уравнением (1) и 

условием (2), называется задачей Дирихле 
(первой краевой задачей).

Постановка задачи.Для численного ре-
шения задачи (1), (2) введем в G  сетку

  ,, 2211  hihixihhh   

,,,1,0  Ni   ,/  Nlh   2,1
и обозначим через

    iiii xyiiyyy  21 ,
21  

сеточную функцию, заданную на 1; hh   и  

2h  – шаги сетки по координатам 1x  и 2x .
Чтобы написать разностную схему для 

(1), (2), аппроксимируем каждую из произ-
водных 22 / xu   на трехточечном шабло-
не, полагая
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знак ~ означает аппроксимацию. Пользуясь этими выражениями, заменим (1) разностным 
уравнением 
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или, в сокращенной записи,

    .0,, 2121 2211
 iiyiiy xxxx

В безындексных обозначениях имеем 

    ,0
2211

xyxy xxxx 

   ., 2211 Ghihix h
            (4)

К этому уравнению надо присоединить 
краевые условия 

    .,, 2211 hhihixxy      (5) 

Граница h  сетки состоит из всех узлов 
       211212 ,,0,,,,,0 NiiiNi , кро-

ме вершин прямоугольника (0, 0)  2 ,,0 N
   211 ,,0, NNN , которые не использу-
ются. Разностное уравнение (3) записано на 
пятиточечном шаблоне

     ,,,,1,,1 212121  iiiiii

   .1,,1, 2121  iiii
Схему (4) часто называют схемой крест. 

Если  ,21 hhh   т.е.  сетки по 1x  и 2x  со-

впадают, то сетку h  называют квадрат-
ной. На такой сетке разностную схему (4) 
можно записать в виде
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Для однородного уравнения  0f  получаем
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4
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т.е. значение в центре шаблона определяет-
ся как среднее арифметическое значений в 
остальных узлах шаблона[3],[4],[5].

Пусть  xuu   – решение задачи Ди-
рихле (1), (2), а  21 , iiyy   – решение раз-
ностной задачи (4), (5). Рассмотрим по-
грешность

()()( xuxyxz  ),  .),( 2211 hhihix 

Подставляя uzy   в (4), (5), получа-
ем для погрешности )(xzz   неоднород-
ное уравнение 

(
2211

xzzz
xxxx

 ), (Gx h ) (6)

с однородным краевым условием 

 0z   при  .hx                 (7)
здесь 

2211
)( xxxx uuux              (8)

есть невязка или погрешность аппрок-
симации для схемы (4) на решении )(xuu   
уравнения (1).

Покажем, что
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В самом деле, учитывая формулы 
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Отсюда и из (1) следует (9).

Таким образом, схема (4) имеет второй 
порядок аппроксимации.

Рассмотрим на примере следующую за-
дачу:

Найти непрерывную функцию и(х, у), 
удовлетворяющую внутри прямоугольной 

области Ω = {( }10,10),  yxyx  
уравнению Лапла са
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и принимающую на границе области W за-
данные значения, т. е. 

,6810),0( 2 yyyu   ]1,0[y ,

,223010),( 2 yyyau  ]1,0[y ,

,679)0,( 2 xxxu  ]1,0[x , 

,12159),( 2 xxbxu   
]1,0[x

,
Для ее  решение составлена программа 

вычисление алгоритма метода сеток. Полу-
ченный численный расчет проанализиро-
ванны и поведение решение показано на  
рисунке.

 

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

5000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

 

Поведение решение



79

УСПЕХИ СОВРЕМЕННОГО ЕСТЕСТВОЗНАНИЯ    №1,  2015

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ
Заключение

Понятие аппроксимации, устойчивости и 
сходимости создали необходимую базу широ-
кого поиска эффективных разностных схем 
для решения задач математической физики. 
Алгоритмы решения задач с помощью конеч-
но-разностных методов, представляют собой 
сочетание методов построения разностных 
аналогов  задач и  методов их решения. Поэто-
му прогресс в теории конечно-разностных ме-
тодов обязан взаимосогласованному разви-
тию этих направлении исследовании. 
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