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Теоретический анализ напряженно-
деформированного состояния плоских пласти-
нок чаще всего опирается на решение уравне-
ний в частных производных. Предлагаемый ме-
тод энергетического анализа краевых задач те-
ории упругости основывается на составлении 
уравнений Лагранжа второго рода  для упругих 
механических систем [1] и является одним из 
наиболее удобных способов упростить матема-
тические выкладки, сопровождающие примене-
ние волновой теории. Основу расчетов состав-
ляет приближенный метод, предложенный Дж. 
Рэлеем [2]. Точность предлагаемого метода це-
ликом зависит от исходных предположений, за-
дающих форму упругой поверхности исследуе-
мой системы при ее равновесии. Один из мето-
дов подбора формы упругой поверхности мож-
но сформулировать как принцип суперпозиции, 
при котором последовательно решаются зада-
чи сопротивления материалов системы балок, 
на которые разбивается упругая система. Затем 
производится стыковка решений так, чтобы удо-
влетворить всем краевым условиям задачи.

Например, прямоугольную пластинку, за-
щемленную с трех сторон и нагруженную рав-
номерно распределенной нагрузкой, возмож-
но представить как суперпозицию балок, парал-
лельных оси х, защемленных с двух сторон, и 
консольных балок, параллельных оси у. После 
определения уравнений упругой оси U1(x) и U2(y) 
для балки, защемленной с двух сторон и для кон-
сольной балки форму упругой поверхности пла-
стинки можно представить в виде произведения 
U(x,y)=α U1(x) U2(y), где α – коэффициент, подле-
жащий определению при решении задачи.

Возможен и иной подход, основанный на 
использовании уравнения краевого контура. 
Так, для равномерно нагруженной защемлен-
ной со всех сторон эллиптической пластин-
ки с полуосями a и b, уравнение краевого кон-
тура представляет собой уравнение эллипса 
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удовлетворяющему условию защемления по 
краям.

После подбора формы упругой поверхности 
решение задачи сводится к определению коэф-
фициента α, постоянного при решении задач 
статики или переменного (зависящего от време-
ни t) при решении задач динамики. Ниже приве-
дены методы определения коэффициента α при 
решении статических и динамических задач те-
ории упругости.

Для пластинок произвольной формы считаем 
форму их упругой поверхности заданной. Вели-
чину коэффициента α, входящего в выражение пе-
ремещений U(x,y) = α f(x,y), где f(x,y) – известная 
функция, будем искать из уравнения равновесия 
пластинки. При решении задач статики, как указы-
валось выше, α = const. Для определения α приме-
ним принцип возможных перемещений в обобщен-
ных координатах [3], согласно которому обобщен-
ные силы, соответствующие каждому возможно-
му перемещению, равны нулю. Рассматривая дей-
ствующие на пластинку силы как совокупность по-
тенциальных сил упругой деформации и заданных 
непотенциальных сил, представим данное усло-
вие в виде: QП+QН = 0, где QП – обобщенная потен-
циальная сила, QН – обобщенная непотенциаль-
ная сила. Выражение для обобщенной потенциаль-
ной силы определяется из выражения потенциаль-
ной энергии П в виде частной производной. Обоб-
щенная непотенциальная сила определяется как ко-
эффициент перед вариацией обобщенной коорди-
наты в выражении суммы работ действующих на 
пластинку непотенциальных сил. Для получения 
выражения обобщенных сил по координате α вы-
пишем выражение потенциальной энергии упру-
гой деформации [4] в прямоугольных декартовых 

координатах: ∫ ∫ Π=αΠ
a

ydxdyxd ),(
2

)( 0 , где 

;
)1(21 2

3

υ−
= hEd  

Технические науки

;)1(22),(
22

2

2

2

22

2

22

2

2

0 







∂∂
∂υ−+

∂
∂

∂
∂υ+








∂
∂+








∂
∂=Π

yx
u

y
u

x
u

y
u

x
uyx

 Е – модуль упругости, h – толщина пластинки, 
ν – коэффициент Пуассона; интеграл вычисля-
ется по площади пластинки А. Тогда обобщен-

ная потенциальная сила 
α∂
Π∂−=ΠQ .

 

Обобщенная непотенциальная сила 
определяется по виду заданной нагруз-
ки. Если, например, на пластинку действу-
ет сила F, приложенная в точке с координа-
тами (х0,у0), то работа на выбранном пере-
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мещении может быть найдена из выражения  

.),(),()( 0000 yxfFyxuFFa αd=d=d  Таким образом, обобщенная непотенциальная 
сила, соответствующая сосредоточенной силе 

равна ),( 00 yxfFQ ⋅=Η .

При распределенной по площади  
(a2–a1)×(b2–b1) нагрузке интенсивности q(x,y) 
возможную работу можно определить в виде 
интеграла 
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Следовательно, обобщенная непотенци-
альная сила, соответствующая распределен-
ной по площади пластинки нагрузке, равна 
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Отсюда следует, что обобщенная непотен-
циальная сила в этом случае может быть найде-
на в виде 
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Для описания движения упругих систем с не-
сколькими степенями свободы применяются, как 
правило, уравнения Лагранжа второго рода [3].

Покажем, как можно применить эти уравне-
ния для описания движения упругой пластин-
ки с одной степенью свободы на примере ее по-
перечных колебаний. Для этого представим по-
перечные перемещения точек пластинки с коор-
динатами (х,у) в виде: ),,()(),,( yxfttyxu α=  
где α(t)  – обобщенная координата, зависящая 
от времени. Уравнение Лагранжа с выбранной 
одной обобщенной координатой выглядит сле-

дующим образом: ,α=
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T – кинетическая энергия пластинки, α&  – обоб-
щенная скорость (производная по времени от 
обобщенной координаты α), Qα  – обобщенная 
сила, соответствующая выбранной обобщенной 
координате и включающая потенциальные и не-
потенциальные силы. 

Поскольку упругая пластинка представляет 
собой систему с распределенной массой, выраже-
ние кинетической энергии найдем как интеграл 

,
2
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a
ydxdut

где ρ – плотность материала пластинки (масса 
единицы площади).

Для примера анализа вынужденных коле-
баний показано получение дифференциального 
уравнения, описывающего движение поверхно-
сти пластинки под действием сосредоточенной 
силы, приложенной посередине свободной гра-
ницы пластинки. Полученные результаты легко 
распространить на любое расположения вибра-
ционного аппарата, так как подробная методика, 
изложенная при решении поставленной задачи, 
позволяет легко сменить координаты точки при-
ложения сосредоточенной силы.

Форму упругой поверхности стенки руднич-
ной вагонетки выбираем из условия защемления 
прямоугольной пластинки с трех сторон (рису-
нок, а), раскладывая ее методом суперпозиции 
двух задач сопротивления материалов: одна  – 
для балки, защемленной по концам (рисунок, б), 
вторая – для консольной балки (рисунок, в).

Уравнение упругой оси консольной балки 
длины b под действием сосредоточенной силы F 
можно представить в виде [4]:

	 ,)3()( 2
11 bzzzu −α= 	 (1)

где ,
6

1
1 JE

=α  Е – модуль упругости, 
J – момент инерции балки.

Расчет деформаций балки, защемленной по 
концам (рисунок, б) затруднен статической не-
определимостью задачи. Пренебрегая продоль-
ными деформациями балки, установим, что сте-
пень статической неопределимости задачи рав-
на двум. Для того, чтобы снять статическую не-
определимость, воспользуемся методом сил 
[4], для чего составим систему алгебраических 
уравнений из условий равенства нулю дефор-
маций на правой опоре основной системы (кон-
сольной балки):
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где δ11, δ12, δ22 – деформации балки, вызванные 
единичными силами Х1 = 1 и Х2 = 1, приложен-
ными к правому концу вспомогательной систе-
мы, δ1Р, δ2Р  – деформации от действия задан-
ной силы F в точках приложения единичных 
сил. Для определения коэффициентов уравне-
ния (2) получены аналитические выражения для 
изгибающих моментов, соответствующих рас-
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Расчетные схемы для прямоугольной пластинки: а – прямоугольная пластинка, защемленная  
с трех сторон; б – балка, защемленная с двух сторон; в – консольная балка

сматриваемым нагрузкам. После этого найдены 
значения деформаций δij по правилу Верещаги-
на [4]. В результате получено:
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Подставляя полученные значения в урав-
нения (2) и сокращая на общий сомножитель, 
получаем систему алгебраических уравнений, 
определяющие «лишние» реакции:
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Таким образом, по величинам определен-
ных реакций установим величину изгибающе-
го момента в произвольном сечении данной за-
щемленной по краям балки в виде:
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Далее проинтегрировано дифференциаль-
ное уравнение изогнутой оси балки:

	 ,)(xMuJE =′′ 	 (6)
решение которого без учета постоянных со-

множителей определяет форму изогнутой оси 
балки, защемленной по краям:

	
.

2
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(7)

Перемножив выражения (1) и (7), устано-
вим, что изогнутая поверхность пластинки, за-
щемленной с трех сторон, приближенно опреде-
ляется уравнением:

	 .)3()34()(),( 22 bzaxzxtzxu −−α= 	 (8)

Кинетическую энергию стенки с учетом ее 
симметрии относительно вертикальной оси най-
дем как удвоенный интеграл, взятый по полови-
не площади пластинки

	 .2∫ ∫ ρ= zdxdhut &
	 (9)

После интегрирования и подстановки пре-
делов получим

	
772110,0 baht αρ= & ,	 (10)

где α(t) играет роль обобщенной координаты и 
подлежит определению. Применяемый подход 
позволяет описать движение стенки рудничной 
вагонетки с помощью уравнения Лагранжа II 
рода [5]:
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где П – потенциальная энергия пластинки, Qa – 
обобщенная непотенциальная сила, соответ-
ствующая выбранной обобщенной координате. 
Для ее определения нужно составить выраже-
ние элементарной работы на принятом возмож-
ном перемещении
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Следовательно,

	 2

33 baFQ =α .	 (13)

Выражение потенциальной энергии пла-
стинки найдем в соответствии с [5] в виде:

	 ,),(0∫ ∫ Π=Π zdxdzxd 	 (14)

где 
)1(21 2

3

υ−
= hEd  – цилиндрическая жест-

кость пластинки; 
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ν – коэффициент Пуассона.
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(15)

Далее находим подынтегральное выражение 
и величину потенциальной энергии (14):

	 ,),(0∫ ∫ Π=Π zdxdzxd 	 (16)
Откуда

	 ]46,5)7,221(3,72[ 4224332 bbaabad +ν++α=Π .	 (17)

Подставив выражения (10), (13) и (17) в уравнение Лагранжа второго рода (11), получим

	 ]3,11)4,542(6,45[5,0220,0 422444 bbaadFbah +ν++α−=αρ && .	 (18)

Таким образом, полученное уравнение име-
ет вид уравнения вынужденных колебаний [2]

	 tnBk cos2 =α+α&& 	 (19)
поэтому частота собственных колебаний стенки 
вагонетки равна
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Если при этом вынуждающая сила меняет-
ся по закону косинуса F = F0 cos n t, то коэффи-
циент B, входящий в уравнение (19), определя-
ется по формуле

	

44
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ρ

= .	 (21)

Решение дифференциального уравнения 
(21) позволяет, прежде всего, произвести вы-
бор режимных пврвметров вибрационного 
устройства. В частности, если используется 
резонансный способ очистки, то математиче-
ское ожидание величины частоты вибратора 
должно примерно равняться частоте собствен-
ных колебаний рудничной вагонетки. Ниже в 
таблице приведены результаты расчетов ча-
стоты собственных колебаний некоторых ви-
дов рудничных вагонеток, вычисленных по 
формуле (20).

Результаты расчетов частоты собственных 
колебаний стенок рудничных вагонеток

Грузоподъ-
емность, т

Размеры вагонетки, м Частота колебаний, Гц
ширина длина высота торцевой стенки боковой стенки

Вагонетки с глухим кузовом типа ВГ
11,0 1,35 3,95 1,55 101,8 19,6
22,5 1,35 7,85 1,55 101,8 13,0
4,5 1,24 2,98 1,30 122,3 31,2
2,3 0,88 2,00 1,30 233,6 53,6

Угольные вагонетки
3,3 1,32 3,45 1,30 109,1 26,7
2,5 1,24 2,80 1,30 122,3 33,5
1,6 0,85 2,70 1,20 251,2 37,3
1,4 0,85 2,40 1,23 250,7 42,4

Таким образом, настраивая вибрационный 
аппарат на определенную частоту, возможно до-
биться наилучшего эффекта. Следует иметь, од-
нако, в виду,что приведенные в таблице результа-
ты несколько завышены, так как расчеты проведе-
ны для чистой стенки (без налипшего материала).
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