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В работе рассматриваются новые подходы к моделированию гемодинамики крупных кровеносных 
сосудов, которые позволяют сократить число основополагающих гипотез. Предложен алгоритм решения 
основной замкнутой системы уравнений динамики кровотока, а также приведены результаты расчетов на-
чальных точек дисперсионных кривых для дисперсионного уравнения, полученного в процессе решения 
данной системы.
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Введение
По статистике, сердечно-сосудистые 

заболевания являются одной из основных 
причин инвалидности и смерти жителей 
большинства современных развитых стран 
[3]. На долю смертности от заболеваний 
сердечно-сосудистой системы в общем при-
ходится до 60% от общего числа умерших. 

Нередко для восстановления кровообра-
щения в пораженных сосудах помимо ме-
дикаментозного лечения проводятся рекон-
структивные операции, и часто невозможно 
объективно оценить, какой тип оперативно-
го вмешательства будет оптимальным для 
конкретного пациента, а также насколько 
близок будет кровоток в сосуде к нормаль-
ному после операции. Основная проблема 
при выполнении таких расчетов состоит в 
определении механических свойств стенок 
сосудов, параметров кровотока и др.

Еще одной важной проблемой при про-
гнозировании результатов лечения явля-
ется скорость расчетов: как правило, боль-
шинство современных математических мо-
делей требуют численного решения, причем 
во многих случаях вычисления получаются 
затратными по времени и требуют довольно 

мощные компьютеры [8]. При этом сниже-
ние времени расчетов путем упрощений мо-
жет привести к неточности полученных ре-
зультатов, что, безусловно, недопустимо [5].

Часто  для  численных расчетов при-
меняют метод конечных элементов. Одна-
ко решение задач гемодинамики с помо-
щью МКЭ требует больших затрат по вре-
мени [5]. 

Таким образом, актуальной является за-
дача построения математической модели ге-
модинамики, которая бы достаточно полно 
описывала движение крови в кровеносных 
сосудах, учитывая взаимодействие жидко-
сти со стенкой, и являлась легко адаптиру-
емой под конкретного пациента.

Материалы и методы

Рассмотрим осесимметричное движение крови, 
которая принимается вязкой несжимаемой жидко-
стью, в круглом сосуде постоянного радиуса r. Дви-
жение происходит в цилиндрической системе коорди-
нат (x, r, θ), причем ось x совпадает с осью симметрии 
потока [2]. Материал стенки считаем идеально упру-
гим, изотропным.

Основная система уравнений динамики кровото-
ка в гибких цилиндрических сосудах в таком случае 
будет иметь вид:
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где p – давление; ρ – плотность крови; μ – 
вязкость крови; vx – осевая компонента ско-
рости крови; vr – радиальная компонента 
скорости крови; r – радиус сосуда; t – вре-
мя; u, w – перемещения стенки в продоль-
ном и поперечном направлениях; Sʹ, tʹ – 
силы натяжения в окружном и продольном 
направлениях соответственно; S0, t0 – на-
чальные значения сил натяжения в окруж-
ном и продольном направлениях; E – мо-
дуль Юнга стенки; ν – коэффициент Пуас-
сона; h – толщина стенки сосуда; ρ0 – массо-
вая плотность материала стенки сосуда. 

На стенке записываем условия кинемати-
ческого контакта стенки сосуда с жидкостью:
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В случае моделирования гемодинами-
ки крупных кровеносных сосудов в боль-
шинстве современных работ кровь полага-
ется ньютоновской жидкостью [4, 7]. При 
этом в [6] показано, что разница значений 
(в случае крупных кровеносных сосудов), 
которые получаются для ньютоновской и 
неньютоновской жидкостей, не превыша-
ет 10%.

Уравнения (4)-(7) позволяют учесть 
податливость сосудистой стенки, а кон-

тактные условия (8) позволяют учесть 
взаимодействие стенки с потоком.

Такой подход к моделированию гемо-
динамики широко известен, однако основ-
ная система уравнений в этом случае не 
позволяет учесть конвективную составля-
ющую ускорения частиц жидкости, а это, в 
свою очередь, для сосудистого русла с не-
сколькими узлами бифуркации может ока-
зать существенное влияние на результаты 
расчетов.

Основная система уравнений динами-
ки вязкой несжимаемой жидкости в кро-
веносных сосудах с гибкими стенками в 
трехмерной постановке может быть запи-
сана в виде уравнений для направленных 
потоков.

Будем, как и раньше, полагать, что зада-
ча осесимметрична, а кровь является нью-
тоновской жидкостью.

Для  направленных  потоков  жидко-
сти в  тонких  трубках  с  упругими  стен-
ками  на  основе  известного  способа  ли-
неаризации  возможен  учет  конвектив-
ного  ускорения  частиц  жидкости  в  рам-
ках  линейной  теории.  В  случае  осесим-
метричных  направленных  потоков  урав-
нения  Навье-Стокса  имеют  следующий 
вид:
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Здесь v0 – основная скорость направлен-
ного потока, вокруг которой происходит ма-
лая пульсация составляющих скоростей: 
vx = v0 + vʹ; vr = vʹ.

Динамические уравнения осесимме-
тричных колебаний предварительно натя-
нутой круглой цилиндрической оболочки 
записываются в виде:

 
,211

,

0
2

2

0

02
0

2
0

0

0
22

2

00

002
02

2
2

02

2









∂
∂µ−

ρ
+

∂
∂

ρ
+

∂
∂ν−








−
ρ

=
∂
∂









∂
∂+

∂
∂

ρ
µ−

∂
∂









ρ
−

+ν+
∂
∂=

∂
∂

=
=

=

rr

r
rr

rr

rx

r
vp

hx
w

h
S

x
u

r
cwc

h
t

rt
w

x
v

r
v

hx
w

rh
tS

r
c

x
uc

t
u

 (10)

где )1( 2
0

2
0 νρ −

= Ec .

Условия «прилипания» частиц жидко-
сти к стенкам сосуда заменим условием 

стесненного их скольжения по поверхности 
контакта:
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λ – коэффициент вязкого трения материала 
оболочки и жидкости.

Рассмотрим систему уравнений (9), (10) 
с контактными условиями (11). Умножим 
уравнение (1) на r и продифференцируем 
по x. Далее второе уравнение системы так-
же умножим на r и продифференцируем по 
r, после чего сложим левые и правые части 

полученных уравнений. В результате полу-
чим уравнение для давления:
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Запишем преобразованную систему 
уравнений:

 
.01

,

,1

2

2

2

2

0

2

2

0

=
∂
∂+








∂
∂

∂
∂









∂
∂+








∂
∂

∂
∂−µ+

∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂ρ









∂
∂

+







∂
∂

∂
∂µ+

∂
∂−=

∂
∂

+
∂

∂
ρ

x
p

r
pr

rr

x
v

r
v

xr
p

x
vv

t
v

x
v

r
vr

rrx
p

x
vv

t
v

rrrr

xxxx

 (13)

,211

,

0
2

2

0

02
0

2
0

0

0
22

2

00

002
02

2
2

02

2







∂
∂µ−

ρ
+

∂
∂

ρ
+

∂
∂ν−








−
ρ

=
∂
∂









∂
∂+

∂
∂

ρ
µ−

∂
∂









ρ
−

+ν+
∂
∂=

∂
∂

=
=

=

rr

r
rr

rr

rx

r
vp

hx
w

h
S

x
u

r
cwc

h
t

rt
w

x
v

r
v

hx
w

rh
tS

r
c

x
uc

t
u



82

 ADVANCES IN CURRENT NATURAL SCIENCES    № 9, 2014 

 PHYSICAL AND MATHEMATICAL SCIENCES 
Для дальнейшего упрощения предло-

женной системы уравнений в трехмер-
ной постановке можно вместо уравнений 
Навье-Стокса (9) использовать уравнения 
Эйлера для описания движения направлен-
ного потока идеальной несжимаемой жид-
кости, полагая при этом, что вязкое стеснен-
ное трение жидкости о стенку сосуда будет 
происходить в бесконечно тонком слое (по-
гранслой) на контактной поверхности.
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Вязкие свойства жидкости в погранслое 
будут описываться упрощенным одномер-
ным уравнением, записанным на основании 
первого уравнения Навье-Стокса: 

 
2

2

0 x
v

x
p

x
v

v
t

v pppp

∂
∂

µ+
∂

∂
−=

∂
∂

+
∂

∂
ρ .

 
(15)

При этом на границе погранслоя функ-
ция давления может испытывать конечный 
скачок. Касательные напряжения на стенке 
будут иметь вид:
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Тогда уравнения движения оболочки 
примут вид:
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В качестве контактных условий для иде-
альной жидкости можно взять условия не-
проницаемости стенки и условия прилипа-
ния частиц жидкости вдоль стенки:

 
prrxrrr vv

td
wdv ==

== , . (18)

Из системы уравнений (14)-(17) путем 
простых преобразований может быть полу-
чено уравнение для давления в виде (12).

Запишем преобразованную систему 
уравнений:
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Система (19) с контактными условиями 
(18) представляет собой упрощенный вари-
ант системы уравнений динамики кровото-
ка в сосудах с упругими стенками, так как 
уравнения Навье-Стокса здесь заменяются 

уравнениями Эйлера для идеальной жидко-
сти, которые имеют более простой вид.

Решение основной системы уравнений 
для случая пульсирующего кровотока как 
для системы (9)-(10), так и для системы (19) 
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можно искать в виде простых гармониче-
ских волн:
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где ω – частота пульсации кровотока, χ – 
волновое число.

Подставляя выражения (21) в уравнения 
движения жидкости основной системы, по-
лучим базовые решения для амплитуд ком-
понент скорости и давления. В этом случае 
сумма базовых решений для каждой волно-
вой гармоники )( xtie χω −  даст общее решение 
основной системы.

Неизвестные константы необходимо 
определять из контактных условий, урав-
нений движения стенки, а также из гранич-
ных условий на входе и выходах из сосуди-
стой системы. Это напрямую связано с ре-
шением дисперсионных уравнений, возни-
кающих при подстановке выражений (20) в 
основную систему.

Были получены начальные точки (рис. 1 
и 2) дисперсионных кривых для дисперси-
онного уравнения, полученного при реше-
нии системы (1)-(7). На рисунках значения 
по осям а и b – это действительная и мни-
мая части волнового числа.

Используя полученные точки в качестве 
начальных приближений для построения 
решения дисперсионного уравнения, мож-
но построить необходимые дисперсионные 
кривые, что позволит завершить решение 
полной краевой задачи с учетом краевых и 
контактных условий и найти необходимое 
число констант интегрирования.

Рис. 1. Начальные точки дисперсионных 
кривых в случае малой вязкости

Рис. 2. Начальные точки дисперсионных  
кривых в случае большой вязкости

Такой алгоритм поиска общего решения 
системы (1)-(7) вполне подходит для реше-
ния систем (9)-(10) и (19). Таким образом, 
предложенные математические модели мо-
гут использоваться для исследования кро-
вотока в системе кровеносных сосудов. 

Результаты и обсуждение
Предложенные варианты постановки 

задач гемодинамики в системе кровенос-
ных сосудов позволяют уменьшить коли-
чество основополагающих предположений 
и упростить основную систему уравнений. 
В случае, когда проводится учет направлен-
ных потоков жидкости, отпадает необходи-
мость пренебрежения конвективной состав-
ляющей ускорения частиц, что повышает 
точность результатов.

Новый вид кинематических контактных 
условий стесненного скольжения (11), по 
мнению авторов, более адекватно описыва-
ет процесс взаимодействия потока со стен-
кой. В реальном сосуде в случае выполне-
ния условий прилипания частиц неизбеж-
ным был бы процесс образования атеро-
склеротических отложений, который явля-
ется патологическим. Таким образом, мате-
матические модели, в которых взаимодей-
ствие крови со стенкой описывается подоб-
ным образом, не могут достоверно описы-
вать процесс гемодинамики.

Замена уравнений Навье-Стокса урав-
нениями Эйлера в системе (19) существен-
но упрощает основную систему, при этом 
уравнение для тонкого погранслоя вблизи 
стенки сосуда (15) позволяет учесть все воз-
никающие в этой области процессы.

Таким образом, предложен ряд упро-
щений и уточнений, позволяющий более 
точно и адекватно моделировать движение 
крови в системе кровеносных сосудов че-
ловека.
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Предложены новые варианты поста-
новки задач о движении крови в сосудах с 
упругими стенками, позволяющие умень-
шить количество основополагающих гипо-
тез и, тем самым, повысить строгость и реа-
листичность предлагаемых математических 
моделей.

Кроме того, предложен новый вид кине-
матических контактных условий, позволя-
ющих более точно описать процесс взаимо-
действия потока крови с сосудистой стенкой.
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