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Обсуждаются принципы формирования структурных состояний из фрактальных компонент с учетом 
полугрупповых свойств множества соответствующих им 1D генераторов.
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The general principles of structural states forming from fractal components with account of semigroup qualities 
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Основные классы возможных струк-

турных состояний локальной структуры 
в ячейке структурированного 3D простран-
ства определяются вариативностью реали-
зации состояний транзитивной области в ее 
объеме [1-6]. В общем случае будем счи-
тать, что структурное состояние транзитив-
ной области может быть обусловлено как 
кристаллическими компонентами r моду-
лярной структуры R3, так и ее возможными 
наноразмерными n и фрактальными f ком-
понентами [4-19]. Кристаллическая компо-
нента r модулярной структуры R3 опреде-
ляется как с помощью дискретной группы 
трансляций {ti}, так и с помощью непре-
рывной группы трансляций {ti} (i = 1, 2, 3) 
[20-22]. Фрактальная компонента f струк-
туры R3 определяется как i-модулярная ги-
бридная структура (в общем случае i = 1, 2, 

3) с помощью соответствующих своих ге-
нераторов (точечных, линейчатых, поверх-
ностных или их возможных комбинаций) 
[13-17, 19-24]. Наноразмерная компонента 
n структуры определяется с помощью дис-
кретной группы трансляций {ti} нанообъек-
тов (нульмерных структурных фрагментов, 
наночастиц) [25-31].

Проанализируем вероятные структур-
ные состояния детерминистических мо-
дулярных структур с фрактальной ком-
понентой в 3D пространстве. С учетом 
характера элементов группы трансляций, 
а также возможных топологических раз-
мерностей модулей фрактальных структур 
могут быть получены основные классы ве-
роятных структурных состояний локальной 
транзитивной области структурированного  
3D пространства [4-8] (таблица).

Основные классы структурных состояний локальной транзитивной области 
структурированного 3D пространства 

Структурное  
состояние

Классы структурных состояний Условное обозначе-
ние классаРазновидности Наименование

(r1 r2 f)
(τ1 τ2 f) Точечный фрактальный PF

(τ1 t2 f) (t1 τ2 f) Точечно-линейчатые фрактальные PLF
(t1 t2 f) Линейчатый фрактальный LF

(r n f3)
(τ1 n f3) Точечный нанофрактальный PNF
(t1 n f3) Линейчатый нанофрактальный LNF

(r1 f2 f3)
(τ1 f2 f3) Точечный фрактальный гибридный PFG
(t1 f2 f3) Линейчатый фрактальный гибридный LFG

(n1 n2 f3) (n1 n2 f3) Нанофрактальный NF
(n1 f2 f3) (n1 f2 f3) Нанофрактальный гибридный NFG
(f1 f2 f3) (f1 f2 f3) Фрактальный гибридный FG

Примечание. r, n и f – кристаллическая, наноразмерная и фрактальная компоненты структур-
ного состояния; t и t – дискретная и непрерывная трансляции как виды реализации генератора кри-
сталлической компоненты.
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Обсудим основные принципы формиро-

вания структурных состояний из фракталь-
ных компонент с учетом полугрупповых 
свойств множества соответствующих им 1D 
генераторов. 

Будем рассматривать фрактальную то-
пологию объектов FG класса в геометри-
ческом 3D пространстве. В соответствии 
с представлениями теории фрактальных 
множеств [32, 33] можно высказать следу-
ющее.

1. В рамках инъективного подхода – 
если SI…SN – набор сжимающих отобра-
жений метрического 3D пространства со 
структурой F на себя, то найдется един-
ственная компактная фрактальная структу-
ра F(3), такая что 

F(3) = SI(F) c…c SN(F), 
а отображение 

Si(Fi) = Fi+1 = ImFi ⊃ Fi.
2. В рамках сюръективного подхода – 

если SI…SN – набор растягивающих отобра-
жений части 3D пространства (генератора 
G) на полное метрическое 3D простран-
ство, то найдется единственная бесконечная 
фрактальная структура F(3), такая что 

F(3) = SI(G) c…c SN(G), 
а отображение 

Si(Gi) = Gi+1 = ImGi ⊂ Gi.

В обоих подходах при конечном чис-
ле итераций формируются предфракталы, 
каждый из которых состоит из самоподоб-
ных модулей. Однако только при сюръ-
ективном формировании предфракталов 
процесс их образования аналогичен росту 
фрактальных структур из одинаковых моду-
лей, размеры которых коррелируют с разме-
рами молекул, атомных кластеров, наноча-
стиц и других атомных ассоциатов [20,21]. 
Естественное условие-ограничение в этом 
случае – максимальный размер лакунарных 
полостей, при значениях которых квазиф-
рактальная структура еще может соответ-
ствовать реальному физическому фракталу 
химической природы. При инъективном 
подходе аналогичным условием-ограниче-
нием для модулярного предфрактала слу-
жит то минимальное межмодульное рас-
стояние, которое еще не меньше размера 
минимальной структурной единицы – ато-
ма вещества [21]. 

Отметим, что из десяти классов струк-
турных состояний локальной транзитивной 

области структурированного 3D простран-
ства только три состояния (PFG, LFG, NFG) 
реализуются из двух ориентационно неза-
висимых фрактальных компонент и харак-
теризуют гибридные фрактальные структу-
ры (табл. 1).

Рассмотрим структурные состояния 
с максимальным количеством фракталь-
ных компонент (f1 f2 f3) класса FG. В общем 
случае 3D генератор формирования фрак-
тальной структуры F(3) в ячейке с реперами 
(a,b,c) ортогонального 3D пространства мо-
жет быть сложным (составным). Он может 
быть представлен как результат совмест-
ного действия трех 1D генераторов Gen(a), 
Gen(b), Gen(c) разного вида. Для форми-
рования простой фрактальной структуры 
в пространственной ячейке в форме парал-
лелепипеда необходимо, чтобы для образу-
ющих ее 1D генераторов выполнялись сле-
дующие условия:

1) множество генераторов {Gen(i)} 
(Gen(a), Gen(b), Gen(c)) должно обладать 
свойствами мультипликативной полугруп-
пы Gen = (Gen, *), т.е. подчиняться аддитив-
ному закону

Gen(a) * (Gen(b) * Gen(c)) =  
= (Gen(a) * Gen(b)) * Gen(c);

2) для любых пар 1D генераторов из 
множества {Gen(i)} должно быть задано 
множество отображений {j} таких, что

(Gen(a) o (Gen(b)) jab =  
= (Gen(a) jab) * ((Gen(b) jab),

(Gen(a) o (Gen(c)) jac =  
=(Gen(a) jac) * ((Gen(c) jac),

(Gen(b) o (Gen(c)) jbc =  
= (Gen(b) jbc) * ((Gen(c) jbc),

а при условии, что {j} – множество инъек-
тивных отображений {Gen(i)} в полугруппу 
E = (E, o) ячейки, отображения j суть изо-
морфизмы (или вложения), а полугруппа 

E = Im(ПGen(i))
суть изоморфный образ результата отобра-
жения 

(Gen(a) o (Gen(b) o Gen(c)) jabc;
3) операция *, заданная на множестве 

{Gen(i)}, должна быть ассоциативной, т.е.
Gen(a) * (Gen(b) = Gen(a) · (Gen(b),
Gen(a) * (Gen(c) = Gen(a) · (Gen(c),
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Gen(b) * (Gen(c) = Gen(b) · (Gen(c),
а полугруппа (Gen, •) двойственна к полу-
группе (Gen, *) (антиизоморфнa);

4) множество {El Genj(i)} (множество 
элементов генераторов) непустых подмно-
жеств множества 1D генераторов {Gen(i)} 
есть покрытие этого множества генерато-
ров, если 

Gen(i) = ∪{El Genj(i)},
5) покрытия {El Genj(i)} некоторого 

множества 1D генераторов есть соответ-
ствующие разбиения для каждого i = a, 
b или c, если

{El Genj(i)} ∩ {El Genk(i)}= ∅ при j ≠ k;
6) два разных 1D генератора или их 

предфракталы соответствующих поколений 
Genj

(n)(i) и Genk
(n’)(i) (при n ≠ n’) структурно 

совместимы для каждого репера i = a, b или 
c, если два множества соответствующих им 
элементов 

{El Genj
(n)(i)} ~ {El Genk

(n’)(i)}

есть изоморфные разбиения и элементы 
этих двух разбиений находятся во взаимно 
однозначном соответствии; 

7) 1D генераторы комплексного 2D гене-
ратора или их предфракталы соответствую-
щих поколений Genj

(n)(i) и Genk
(n’)(i') (при n ¹ 

n’) для двух разных ортогональных реперов 
i ≠ i' (a и b, a и c или b и c) структурно со-
вместимы, если множества соответствую-
щих им элементов образуют пары (El Genj

(n)

(i), El Genk
(n’)(i')), а множество всех пар есть 

прямое произведение множеств {El Genj
(n)

(i)} и {El Genk
(n’)(i')}, т.е.

{{El Genj
(n)(i)}, {El Genj

(n)(i), El Genk
(n’)(i’)}} = 

=El Genj
(n)(i) × El Genk

(n’)(i’); 
8) 1D генераторы комплексного 3D гене-

ратора или их предфракталы соответствую-
щих поколений Genj

(n)(a), Genj
(n’)(b) и Genk

(n’’)

(c) (в общем случае при n ¹ n’ ¹ n’’) структурно 
совместимы, если множество последователь-
ностей соответствующих им элементов есть 
прямое произведение множеств {ElGenj

(n)(a)}, 
{ElGenk

(n’)(b)} и {ElGenk
(n’’)(c)}, т.е.

{{ElGenj
(n)(a)}, {ElGenj

(n)(a), ElGenk
(n’)(b)}, 

{ElGenj
(n)(a), ElGenj

(n)(b), ElGenk
(n’’)(c)}} =  

= El Genj
(n)(a) × El Genk

(n’)(b) × El Genk
(n’’)(c).

Отметим, что условия (4) – (8) для мно-
жества 1D генераторов уточняют ограниче-
ния, представленные в виде условий (1) – 
(3): множество инъективных отображений 
{Gen(i)} в полугруппу E = (E, o) ячейки 
должно быть не только изоморфным обра-
зом результата отображения Im(ПGen(i)), 
но и прямым произведением их разбиений 
ПElGen(i). Все восемь условий относят-
ся к генераторам одной пространственной 
ячейки, характеризующей элементарную 
ячейку детерминистической фрактальной 
структуры. Если элементарная ячейка фрак-
тальной структуры содержит две и более 
пространственные ячейки, то должно вы-
полняться следующее условие:

9) совокупности 1D генераторов или 
их предфракталов соответствующих по-
колений SGenj

(n)(i) и SGenk
(n’)(i) (при n ≠ n’) 

структурно совместимы для каждого репера 
i = a, b или c пространственной ячейки вну-
три периода идентичности структуры, если 
две группы множеств соответствующих им 
элементов 

Σ{El Genj
(n)(i)} ~ Σ{El Genk

(n’)(i)}
есть изоморфные разбиения и элементы 
этих двух групп разбиений находятся во 
взаимно однозначном соответствии

10) 1D генераторы комплексного 2D ге-
нератора или их предфракталы соответству-
ющих поколений Genj

(n)(i) и Genk
(n’)(i') (при 

n ≠ n’) структурно совместимы для двух 
разных ортогональных реперов i ≠ i' (a и b, 
a и c или b и c) пространственной ячейки 
внутри периода идентичности структуры, 
если множества соответствующих им эле-
ментов образуют пары (ΣEl Genj

(n)(i), ΣEl 
Genk

(n’)(i')), а множество всех пар есть пря-
мое произведение множеств Σ{El Genj

(n)(i)} 
и Σ{El Genk

(n’)(i')}, т.е.

{Σ{El Genj
(n)(i)}, {ΣEl Genj

(n)(i), ΣEl Genk
(n’)(i’)}}= 

= ΣEl Genj
(n)(i) × ΣEl Genk

(n’)(i’); 
11) 1D генераторы комплексного 3D 

генератора или их предфракталы соответ-
ствующих поколений ΣGenj

(n)(a), ΣGenj
(n’)

(b) и ΣGenk
(n’’)(c) (в общем случае при  

n ≠ n’ ≠ n’’) структурно совместимы, если 
множество последовательностей соответ-
ствующих им групп элементов есть пря-
мое произведение множеств Σ{ElGenj

(n)(a)}, 
Σ{ElGenk

(n’)(b)} и Σ{ElGenk
(n’’)(c)}, т.е.

{Σ{ElGenj
(n)(a)}, {ΣElGenj

(n)(a), ΣElGenk
(n’)(b)}, {ΣElGenj

(n)(a), ΣElGenj
(n)(b), ΣElGenk

(n’’)(c)}}= 
 = ΣEl Genj

(n)(a) × ΣEl Genk
(n’)(b) × ΣEl Genk

(n’’)(c).
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На основании изложенного выше сфор-

мулируем следующие основные принципы 
формирования простых фракталов.

1. Принцип модулярного строения регу-
лярных фрактальных структур: Любая регу-
лярная фрактальная структура может быть 
представлена из одинаковых минимальных 
модулей, строение и форма которых содер-
жит структурную информацию как о самой 
фрактальной структуре, так и о любом ее 
предфрактале [20, 21]. Такие модули вы-
полнят функцию генератора G º F1 модуляр-
ной фрактальной структуры и, в частности, 
любого ее предфрактала n-го поколения: Fn 
(F1), где n – количество итераций. 

2. Принцип иерархии модулей самопо-
добных регулярных фрактальных струк-
тур: Самоподобная регулярная фрактальная 
структура может быть представлена как 
модулярная из любых ее предфракталов 
[20, 21]. В частности, модулярное строение 
каждого предфрактала n–го поколения Fn 
может быть представлено модулями – пред-
фракталами всех предыдущих поколений: 
Fn (Fn-1 (Fn-2 (Fn-3… (F1)…))), а сами модули 
классифицируются по сложности в иерар-
хической последовательности: 

Fn ⊂ Fn-1 ⊂ Fn-2⊂ Fn-3 ⊂ … ⊂ F1.
3. Принцип детерминистичности инъек-

тивно полученных фрактальных структур: 
Упорядоченное множество идентичных 
фрактальных структур, полученных инъ-
ективным способом в единичной ячейке 
структурированного пространства, пред-
ставляет собою детерминистическую 
фрактальную структуру. В соответствии 
с принципом иерархии модулей фрактал 
Fn, полученный инъективным способом, 
включает в себя множество предфракталов 
{F(i)} (i < n) и занимает с ними одну и ту же 
ячейку структурированного пространства. 
Для каждого i-го поколения предфракталы 
F(i) могут быть упорядочены в пространстве 
в соответствии с собственной локальной 
симметрией с помощью элементов сим-
метрии дискретной группы трансляций 
T(t1,t2,t3) ячеистого 3D пространства [21].

4. Принцип неограниченного роста 
(эволюционирования) сюръективно полу-
чаемых фрактальных структур: При ите-
рировании генератора фрактала сюръек-
тивным способом фрактальная структура 
неограниченно эволюционирует из ини-
циальной ячейки в окружающее ячеистое 
пространство в соответствии со своим ко-
эффициентом подобия. При сюръективном 
итерировании генератора GenF(K) º F1(K) 

фрактальной структуры F(K), где K – ко-
эффициент подобия, происходит «захват» 
новых пространственных ячеек таким об-
разом, что «объем» каждого предфракта-
ла n-го поколения с учетом лакунарного 
пространства возрастает по сравнению 
с «объемом» предфрактала предыдущего 
поколения в (1/K) раз. Общее количество 
пространственных ячеек, занятых пред-
фрактальной структурой Fn(K), может быть 
определено по следующей формуле: N(n) = 
K- (Dn/2) , где D – размерность пространства 
существования фрактала [21]. 

Следующие принципы сформулиро-
ваны с учетом некоторых полугрупповых 
свойств непустого множества фракталобра-
зующих 1D генераторов и имеют отноше-
ние к формированию локальной транзитив-
ной области в ячейке структурированного 
3D пространства.

5. Принцип структурной совместимости 
1D генераторов для получения внутри про-
странственной ячейки соответствующего 
инъективного отображения как результат 
прямого произведения их разбиений.

6. Принцип изоморфного отношения 
между множеством 1D генераторов и со-
ответствующего ему инъективного отобра-
жения. Для заданного множества структур-
но совместимых 1D генераторов {Gen(i)} 
реализуется одна и только одна локальная 
транзитивная 2D область: 

Tr[Gen(a),Gen(b)], Tr[Gen(a),Gen(c)] или 
Tr[Gen(b),Gen(c)].

7 Принцип идентичности любых изо-
морфных образов фрактальной структуры, 
полученной из множества попарно ком-
мутирующих 1D генераторов. Для задан-
ного множества структурно совместимых 
1D генераторов {Gen(i)} реализуется одна 
и только одна локальная транзитивная 3D 
область, а ее формирование не зависит от 
последовательности реализации трех воз-
можных транзитивных 2D областей, т.е.

Tr[Gen(a),Gen(b), Gen(c)] = 
=Tr[Tr[Gen(a),Gen(b)], Gen(c)] = 
=Tr[Tr[Gen(a),Gen(c)], Gen(b)] = 
=Tr[Tr[Gen(b),Gen(c)], Gen(a)].

8. Принцип ассоциативности бинарной 
операции любых пар антиизоморфных по-
лугрупп для 1D генераторов из множества 
образующих фрактал генераторов.

9. Принцип структурной совместимо-
сти совокупностей 1D генераторов для по-
лучения внутри пространственных ячеек, 
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составляющих объем элементарной ячейки 
фрактальной структуры, соответствующего 
инъективного отображения как результата 
прямого произведения разбиений совокуп-
ностей этих генераторов.

Данные о структурных состояниях в 3D 
пространстве рассматривались как возмож-
ные абстракции конфигураций межфазных 
границ и распределения фаз в объеме анти-
фрикционных композиционных материалов 
и покрытий в процессе их формирования 
и последующего трибологического воздей-
ствия. Сформулированные выше принципы 
положены в основу моделей формирования 
детерминистических фрактальных струк-
тур, упорядоченных в 2D пространстве 
множеств и мультимножеств замкнутых 
фрактальных кривых и использованы при 
целенаправленном поиске и интерпрета-
ции трибологических свойств поверхности 
композиционных материалов и покрытий 
[22-24, 34–45], свойств электрохимически 
активных материалов [46-49] и анодных по-
крытий [50-53].
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