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ления в условиях ограниченного времени и со-
ревнования [2]. При этом игра имеет как конвер-
гентную, так и дивергентную продуктивность 
с целью получения оценочного суждения о ло-
гичности (правильности) заданной ситуации, 
точности ответа или найденного решения. И в 
этом смысле мы разделяем точку зрения А.И. 
Савенкова о том, что процессе игры реализует-
ся главная цель исследовательского обучения: 
«формирование у учащегося готовности и спо-
собности самостоятельно, творчески осваивать 
и перестраивать новые способы деятельности 
в любой сфере человеческой культуры» [3].

Реализуя обозначенные идеи в образова-
тельной практике КГПУ им. В.П. Астафьева при 
обучении будущих учителей математики, мы 
убедились, что активное включение студентов 
в поиск, исследование и решение значимых для 
них профессиональных проблем в процессе ин-
теллектуальной игры способствует становлению 
и развитию их исследовательской инициатив-
ности, восприимчивости к новому. Кроме того, 
благодаря участию в такого рода форме органи-

зации научно-исследовательской деятельности 
студент приобретает опыт по организации педа-
гогического сопровождения исследовательской 
деятельности учащихся. Поскольку педагог, 
работающий в традиционном репродуктивном 
режиме, убежден, что нельзя научить ребенка 
тому, чего не знаешь сам. Исследуя же проблему 
с учащимся совместно в процессе игры, можно 
приобретать знания вместе с ним, помогая друг 
другу, открывая, в том числе и для себя новые 
горизонты. В заключении хочется обратить вни-
мание, что при разработке содержания игр важ-
но, чтобы они основывались на профессиональ-
но ориентированном материале.
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Рассматривается динамическая обратная зада-
ча для уравнения акустики. Для применения гради-
ентного метода Ландвебера, разрабатывается вычис-
лительные методы решения нелинейной обратной 
задачи акустики. Доказываем условную устойчи-
вость решения системы нелинейных уравнений 
Вольтерра [1] и определям константы устойчи-
вости (постоянные Липшица).

Определение 1. (Класс решений об-
ратной задачи). Будем говорить, что 

0 0 *( ) ( , , , , )x l M cσσ ∈ Σ ρ σ , если s(x) удовлетворя-
ет следующим условиям [5]:

1( ) (0, ),x H lσ ∈  1 (0, )
,

H l
Mσσ ≤  

*0 ( ), (0, ),x x l< σ ≤ σ ∈  0 0 0 .cσ = ρ

Определение 2. (Класс исходных данных). 
Будем говорить, что ( , , )g G l∈ β γ , если g удов-
летворяет следующим условиям [5]:

1(0, 2 ),g H l∈  
2

2

(0,2 )
,

L l
g ′ ≤ β  ( 0) ,g + = −γ

Объекты и методы исследований [6]
Предположим, что для для (1) (2),g g  

из класса ( , , )G l β γ  существуют 
(1) (2)

0 0 *, ( , , , , )l M cσσ σ ∈ Σ ρ σ , удовлетворяющие 
обратной задаче

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( , ) ( , ) ( , ), 0, 0,
( )tt xx x

j
j j j

j

xu x t u x t u x t x t
x
′σ= − > >

σ  	 (1)

( )
0( , ) | 0,j

tu x t < ≡  	 (2)

( ) ( 0, ) ( ), 0,
x

ju t t t+ = γδ >  	 (3)
( ) ( )( 0, ) ( ), 0.j ju t g t t+ = >  	 (4)

для j = 1 и j = 2.
Учитывая, что 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( 0),j j js x x= −γ σ σ + , 

обозначим 
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( , ) ( , ) ( , ), 0, 0,
( )tt xx x

j
j j j

j

xu x t u x t u x t x t
x
′σ= − > >

σ  1

( ) ( )( , ) ( , ),
x

j jq x t u x t=
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 2

( )
( )

1( ) ,
( )

j
jq x

s x
=  

( )( )
( )

3 ( )

( )
( ) 2 .

( )

j
j

j

s x
q x

s x

′
=  	 (5)

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 ( , ) ( ) ( ) ,j j jf x t g t x g t x

′ ′ = + − −    
( )

2
1 ,jf = −
γ  

( )( )
( )

3

2 (2 )
( ) , 1, 2.

j
j

g x
f x j

′
= − =

γ

Поскольку ( )
0 0 *( , , , , ), 1, 2,j l M c jσσ ∈ Σ ρ σ =  

то в силу обозначений можно оценить

	 ( )
,2( )

1, 2,j
qL l

q M j≤ =
  	 (6)

где *( , , , , )q qM M l Mσ= γ β σ . Пусть вектор-функ-
ция 1 2 3( , , ) ,Tq q q q=  удовлетворяет системе

	 ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( ).q x t Bq x t f x t x t l+ = ∈ ∆  	 (7)

Решение задачи Aq = f предполагается, но 
утверждается, что существует единственное 
устойчивое решение для данных из окрестности 
точно заданных, то есть накладывается ограни-
чение на шум во входных данных.

Для условной корректности рассматривае-
мой задачи, в отличие от аналогичной теоремы 
в [2] в нижеприведенной теореме при выводе 
требуемой константы в основном неравенстве 
использовалась не оценка вектора q, а оценки 

2

2
2

1 2( ( ))
*

2
2 exp ,

L l

lM
q l σ

∆

 
≤ β σ   

2

2
2

2 2 2(0, )
*

2 exp ,
2L l

lMlq σ 
≤  γ σ 

2 1

2 2 2
3 2 2(0, ) (0, )

* *

1 1 .
L l H l

q Mσ≤ σ =
σ σ

каждой из его компонент q1, q2, q3. В работе [2] 
в выкладках норма каждой компоненты оцени-
валась через норму вектора q, так как оценка 
нормы вектора q есть сумма оценок его компо-
нент. А в данной статье, как сказано, выше, уже 
использовались непосредственно оценки каж-
дой из его компонент q1, q2, q3 

Теорема. Предположим, что для 
( ) ( )2 , 1, 2if L l j∈ =



, существуют решения об-
ратной задачи ( ) ( )2 , 1, 2jq L l j∈ =



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , 1, 2, , .j j jq x t Bq f x t j x t l+ = = ∈ ∆  	 (8)
Тогда

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )2 2

2 21 2 1 2
1

l lL L
q q C f f− ≤ −



 	 (9)
Здесь

2 2 2 2

1 2 2 2 2 2 2
* * * *

50 5 5
15 1 exp

2
M lM M lM

C σ σ σ σ
    

= + + +    γ σ σ γ σ σ    
2 2 2 22

2 2 2 2 4 2 2
* * *

2525 10exp 3 5 exp
2 2

M l M lMl l ll σ σ σ
     β × + β + + + +    γ σ γ γ σ γ σ      

4 2

4 2 2
* *

27010 5 exp
M lMll lσ σ   β+ β + β +   σ γ σ   

2 2 2

2 2 2
* *

55 5
exp

2
l M lMσ σ

 β  +  γ σ σ  
.	 (10)

Доказательство. Введем

( ) (1) (2)
1 2 3( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ),q x t q x t q x q x q x t q x t= = −   

( ) (1) (2)
1 2 3( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ),f x t f x t f x f x f x t f x t= = −   

( ) ( ) ( )(1) (2)( ) ( ) ( ).f x f x f x
′ ′ ′

= −

Тогда из (8) следует
(1) (2)( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( ).q x t Bq x t Bq x t f x t x t l= − = ∈ ∆


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Оценим первую компоненту 1q :

1 1 3
1( , ) ( , ) ( )
2

q x t f x t q x= +

 

1 1

2 2(1) (1)

0 0

( , ) ( , )
x x

q t x d q t x d
 
 × ξ + − ξ ξ + ξ − + ξ ξ
  

∫ ∫ +

1 1

(2) (1) (2)
3

0 0

1 ( ) ( , ) ( , ) .
2

x x

q x q t x d q t x d
 
 + ξ + − ξ ξ + ξ − + ξ ξ
  

∫ ∫ 

Учитывая, что 
2

2

1 1

n n

i i
i i

a n a
= =

   ≤   
   
∑ ∑  для 0ia ≥ , получим

22 2
1 1 3

5( , ) 5 ( , ) ( )
4

q x t f x t q x≤ +

  1 1

2 2(1) (1)

0

( , ) ( , )
x

q t x q t x d × ξ + − ξ + ξ − + ξ ξ  ∫ +

1 1

(2) 2 2
3

0

4 ( ) ( , ) ( , ) .
4

x

q x q t x q t x d + ξ + − ξ + ξ − + ξ ξ ∫    	 (11)
Имеем

{
2

22 2
1 1 3

0

5( , ) 5 ( , ) ( )
4

lx

q l x f l x q
−ξ

ξ

≤ + ξ∫ ∫

 

1 1

2 2(1) (1)

0

( , ) ( , )q q d
ξ

 ′ ′ ′ ′ ′× ξ τ + ξ − ξ + ξ τ − ξ + ξ ξ  ∫ ×

1 1

2(2) 2 2
3

0

( ) ( , ) ( , )q q q d d d
ξ  ′ ′ ′ ′ ′× ξ ξ τ + ξ − ξ + ξ τ − ξ + ξ ξ τ ξ  
∫   ≤

1

2 22 (1)
1 3

0

55 ( , ) ( ) ( , )
2

x

f l x q q l d≤ + ξ ξ ξ∫



3

2 2(2)
1

0

5 ( ) ( , ) .
2

x

q q l d+ ξ ξ ξ∫   	 (12)

Оценим вторую компоненту:

(1) (2)
2 3 2 2 3

0 0

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

x x

q x q q d q q d≤ ξ ξ ξ + ξ ξ ξ ≤∫ ∫  

(1) (2)
3 2 3 2

1 1( ) ( ) ( ) ( ).
2 2

q x q x q x q x+ 

Следовательно,

( )2 22 2 2(1) (2)
2 3 2 3 2

0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
2

x

q x q q q q d≤ ξ ξ + ξ ξ ξ∫    	 (13)
Оценим 3q :

( )
4

(2)
3 3 2

1
( ) ( ) 1 ( ),j

j
q x f x B q x

=

≤ + γ + ω∑


	 (14)

где

(1) (1) (2)
1 3 2 2( ) ( )( ) ,x f x B q B qω = γ − (1) (2)

2 4 4
2( ) ,x B q B qω = −
γ

(1)
3 2 2( ) ( ),x B q xω = γω (2) (1) (2)

4 4 2 2( ) 2 .x B q B q B qω = −

Во-первых, мы имеем

( )(1) (1) (2)
1 3 3 2 3 2( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

2
x f x q x q x q x q xγω ≤ + 

Во-вторых, 

( ) ( )(1) (2)
2 3 1 3 1

0

2( ) ( ) ( , 2 ) , 2
x

x q q x q q x dω ≤ ξ ξ − ξ + ξ ξ − ξ ξ
γ ∫  

( ) ( )2(1) (2) 2
3 1 3 1

0 0

2 ( , 2 ) ( ) , 2 .
x x

q x q x d q x q x d
 
 ≤ ξ − ξ ξ + ξ − ξ ξ

γ   
∫ ∫   	 (15)

В-третьих, 

(1) (1) (1)
3 2 2 2 3 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

x

x B q x x q q dγω ≤ γω ≤ ω ξ ξ ξ∫ (1) (1)
2 3 2( ) ( ) ( ).

2
x q x q xγ≤ ω 	  (16)
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2(2) (2)
4 3 1

0

( ) ( ) ( , 2 )
x

x q x q x dω ≤ ξ − ξ ξ∫ ( )(1) (2)
3 2 3 2( ) ( ) ( ) ( ) .q x q x q x q x+ +  	 (17)

Принимая во внимание 
2

2

1 1
,

n n

i i
i i

a n a
= =

  ≤ 
 
∑ ∑  

получим 
22 2 2 (2)

3 3 2( ) 10 ( )(1 )q x f x B q≤ + γ

  ( )2 2 2 22 2(1) (1) (2)
3 3 2 2 3

5 ( ) ( ) ( )
2

f x q q x q q xγ+ + 

3

22 22 (1) (2) (2)
3 1 12

0 0

20 ( ) ( , 2 ) ( , 2 )
x x

q x q x d q q x d
 

+ ξ − ξ ξ + ξ − ξ ξ γ  
∫ ∫

2 2(1) (1)
3 21

4
q q

 γ× + 
 

( )3

2 2 2 22 2(2) (2) (1) (2)
1 3 2 2 3

0

10 ( , 2 ) ( ) ( ) .
x

q q x d q q x q q x+ ξ − ξ ξ +∫  

Таким образом, имеем
2 22 22 (2) (2)

3 3 2 3( ) 10 1 ( )
4

q x q q f x
 γ≤ + 
 



 ( )2 2 2 22 2(1) (1) (2)
3 3 2 2 3

0

5 ( ) ( ) ( )
2

x

f q q q q dγ+ ξ ξ + ξ ξ∫  

)3

222 2(1) (2)
3 1 12

0 0

20 1( ) ( , 2 ) ( , )
2

x

q q d d q q l x
ξ

+ ξ ζ ξ − ζ ζ ξ +γ 
∫ ∫ 

2 2 2(1) (1)
3 21

4
q q

 γ× + 
 

( )3

2 2 22 2(2) (1) (2)
3 2 2 3

0

10 ( ) ( )
x

q q q q q+ ξ + ξ∫  

2(2)
1

0

( , 2 ) .q d d
ξ

+ ζ ξ − ζ ζ ξ∫  

Для удобства обозначим
22

1 1( ) ( , ), ( ) ( ), 2,3, (0, ).j jp x q l x p x q x j x l= = = ∈ 

Введем обозначения
2 2 2(2) (2)

1 3 2
510 ,
2

q q
 γµ = + 
 

2 2 2(1) (1) (2)
2 3 2 32

10 5 ,
2

q q q µ = + γ 

2 2 2 2 2 2(1) (1) (2) (1) (2)
3 3 3 3 3 1

0

5( ) ( ) 10 ( , 2 ) ,
2

f q q q q d
ξγµ ξ = ξ + ζ ξ − ζ ζ∫

2 2 2 2 2 2(1) (2) (1) (1) (1)
4 3 2 3 2 12

0

5 20( ) ( ) 5 ( , 2 )
2

f q q q q d
ξ γµ ξ = ξ + + ζ ξ − ζ ζ γ  ∫

2 2 2(2) (2) (2)
3 2 1

0

10 ( , 2 ) ,q q q d
ξ

+ ζ ξ − ζ ζ∫  	 (18)
Введем функцию

( )
32

1 2
10

( ) 5 5 ( ) ( ) ,
x

j j
j

P x f k p d
=

= + µ + µ + ξ ξ ξ∑∫  	 (19)

Следовательно [3]
3

1

( ) ( ),
( ) j

j

P x k x
P x =

′
≤ ∑

и, применяя неравенство Гронуолла, получим
3

10

( ) ( ) (0)exp ( ) .
x

j
j

p x P x P k d
=

  ≤ ≤ ξ ξ 
  

∑∫
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С другой стороны, учитывая равенство

2
22 2

1 1 1
0 0 0

1 1( , 2 ) ( , ) ( , )
2 2

xx x

q d d q d d q l x
′ξ −ξ

′ξ

 
′ ′ ′ ′ ′ξ ξ − ξ ξ ξ = ξ ζ ζ ξ =   

∫ ∫ ∫ ∫  

имеем
2 2 2

1 2 2 2 2 2
* * *

5 5101 exp ,
2 2
M lM lM

k σ σ σ
  

≤ + +   σ γ γ σ σ  

2
0

( )
x

k dξ ξ ≤∫
2 4 2

2 4 2
* * *

2
5 10 exp

2
M M lMl lσ σ σ  + β + β    σ σ σ   

3
0

( )
x

k dξ ξ∫
2 2

2 2 2 2
* *

214( 10 )exp 5 (1 )exp
2
lM lMl l lσ σ   

= + β + β +   γ σ γ σ   

2 2 2

2 2 2
* *

55 5
exp .

2
l M lMσ σ β

+  γ σ σ 

Таким образом, получаем
2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2
* * * * *

5 2515( ) 15 exp exp
2 2

lM lM lM lM M
q p x σ σ σ σ σ

     
= ≤ + + +       σ σ γ γ σ σ σ     

 ×

2 2 2

2 2 2 2 2
* * *

5 510exp 1 exp
2 2
lM lM lMσ σ σ

   
× + +    σ γ γ σ σ   

2 4 2

2 4 2
* * *

2
( 5 ) 10 exp
2

M M lMl lσ σ σ 
+ + β + β  σ σ σ 

+

2 2

2 2 2 2
* *

214( 10 )exp 5 1 exp
2
lM lMl l lσ σ    + + β + β +    γ σ γ σ    

2 2 2 2

2 2 2
* *

55 5
exp

2
l M lM

fσ σ
 β +  γ σ σ  
 =

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
* * * *

50 5 5
15 1 exp

2
M lM M lMσ σ σ σ

    
= + + +    γ σ σ γ σ σ    

2 2 4 22

2 2 2 2 4 2 2
* * *

2525 10exp 3 5 exp
2 2

M l M lMl l ll σ σ σ
      β× + β + + + +    γ σ γ γ σ γ σ     

4 2

4 2 2
* *

27010 5 exp
M lMll lσ σ

   β+ β + β +   σ γ σ  

2 2 2 2

2 2 2
* *

55 5
exp .

2
l M lM

fσ σ
 β +  γ σ σ  


Получим оценку для 1

(1) (2)

(0, )
.

H l
σ − σ

По лемме Гронуолла имеем

{ }2 2 2

22 2(2) 2 2 (1)
3 3(0, ) (0, ) (0, )

3 ( ( 0)) exp 2 .
L l L l L l

lM q l qσ′  σ ≤ σ + +   

В итоге получаем

2

2
22 (2) 2 2 (1) (2)

12(0, )
*

2
3 ( ( 0)) exp

L l

lM
lM C f fσ

σ

 
′  σ ≤ σ + + −   σ 


1

2(1) (2)
2 (0.2 )

,
H l

C g g≤ − 	  (20)
где

2
2 2 2

2 0 0 12 2
*

2 23 exp .
lM

C c lM l Cσ
σ

   = ρ + +    σ γ  
Учитывая, что (1) (2)( 0) ( 0)σ + = σ +  получим

1
2 2

22 2 (1) (2)
1(0, ) (0, ) (0,2 )

.
L l L l H l

l lC g g′σ ≤ σ ≤ −   	 (21)
Складывая оценки получим

1 1

22 (1) (2)
(0, ) (0,2 )

,
H l H l

C g gσ ≤ −

где 2 ( 1)C C l= + .
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Теорема 1.5. Пусть для (1) (2),g g  из класса 

( , , )G l β γ  существуют 
(1) (2)

0 0 *, ( , , , , )l M cσσ σ ∈ Σ ρ σ  

как решения обратной задачи (1)–(4) соответ-
ственно. Тогда

1 1

2 2(1) (2) (1) (2)

(0, ) (0,2 )
,

H l H l
C g gσ − σ ≤ −  

0 0 *( , , , , ),C C l M cσ= ρ σ

где
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3( , , ),
j j j j

f f f f=

( ) ( )(j) (j)(j)
1

1( , ) ( ) ( ) ,
2

f x t g t x g t x
′ ′ 

= + − − 
   

( )
2

1 ,jf = −
γ

( )( )
( )

3

2 (2 )
( ) , 1, 2,

j
j

g x
f x j

′
= − =

γ

2
2 2 2
0 02 2

*

223( 1) exp
lM

C l l c lM σ
σ

    = + + ρ +     γ σ   
×

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
* * * *

50 5 5
15 1 exp

2
M lM M lMσ σ σ σ

    
× + + +    γ σ σ γ σ σ    

×

2 2 4 22

2 2 2 2 4 2 2
* * *

2525 10exp 3 5 exp
2 2

M l M lMl l ll σ σ σ      β× + β + + + +    γ σ γ γ σ γ σ     

4 2

4 2 2
* *

27010 5 exp
M lMll lσ σ   β+ β + β +   σ γ σ   

+

2 2 2

2 2 2
* *

55 5
exp .

2
l M lMσ σ

 β +  γ σ σ  

Заключение, выводы. Для доказательства 
условной корректности рассматриваемой задачи, 
доказано теорема, где в отличие от аналогичной 
теоремы в [3] в вышеприведенной теореме при вы-
воде требуемой константы в основном неравенстве 
использовалась не оценка вектора q, а оценки каж-
дой из его компонент 1 2 3, , .q q q  В работе [3] в вы-
кладках норма каждой компоненты оценивалась 
через норму вектора q, так как оценка нормы векто-
ра q есть сумма оценок его компонент. А в данной 
работе, как сказано, выше, уже использовались не-
посредственно оценки каждой компоненты.
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Феноменологические методы эффективны 
для исследования закономерностей, связыва-

ющих свойства веществ со строением молекул 
и пригодны для массового расчёта и прогнози-
рования физико-химических свойств химиче-
ских соединений. 

Данные методы реализуются в виде адди-
тивных схем расчета и прогнозирования, кото-
рые успешно применяются в гомологических 
рядах [1, 2]. Рассмотрим аддитивные схемы рас-
чета для аминов [3].


