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Исследован вопрос однозначной разрешимости задачи с дробными производными в краевом условии 
для уравнения смешанного типа второго порядка. При ограничениях неравенственного типа на известные 
функции и различных порядках операторов дробного дифференцирования в краевом условии доказана тео-
рема единственности. Существование решения доказывается путем редукции к уравнению Фредгольма вто-
рого рода, безусловная разрешимость которого заключается из единственности решения задачи.
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Теория краевых задач для уравнений 
смешанного типа, в силу теоретической 
и прикладной важности, является одним из 
интенсивно развивающихся разделов совре-
менной теории дифференциальных уравне-
ний с частными производными. Многие ма-
тематические модели тепло- и массообмена 
в средах, окруженных пористой средой, 
сводятся к краевым задачам для уравнений 
смешанного типа. Смешанные гиперболо–
параболические уравнения лежат в основе 
математических моделей различных при-
родных явлений. Локальные и нелокальные 
краевые задачи для таких уравнений встре-
чаются в теории распространения электро-
магнитных полей, при изучении матема-
тических моделей, описывающих влияние 
растительного покрова на теплообменные 
процессы в почве и приземном воздухе, при 
котором возникает необходимость исследо-
вания задачи для двух уравнений

Цель исследования: доказать однознач-
ную разрешимость внутреннекраевой за-
дачи с операторами дробного дифференци-
рования для уравнения смешанного типа 
второго порядка.

Постановка задачи. Рассматривается 
уравнение
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где 0a ≠  – вещественная постоянная, 
2m ≥ , в конечной области W, ограничен-
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уравнения (1) в полуплоскости y<0. Пусть 
( )1 0yΩ = Ω ∩ > , ( )2 0yΩ = Ω ∩ < , 

( )0,1J ≡ −  интервал прямой y=0.
Задача. Найти регулярное в области W 

при 0y ≠  решение U(x,y) уравнения (1), 
непрерывное в  Ω  и удовлетворяющее ус-
ловиям 
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AA BB

U y U y= φ = ϕ ,	 (2)
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где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , , , , ,y y A x B x C x D x x x xϕ ϕ δ ω γ  – заданные непре-
рывные функции, причем ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 0A x B x C x D x+ + + ≠ , ( ) ( ) , 1, 2;i y C J iϕ ∈ =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,A x B x C x D x x C J C Jγ ∈ ∩ , ( ) ( )0 1,x xθ θ  – точки пересечения 
характеристик уравнения (1), выходящих из точки (x,0), с характеристиками AC, DC соот-
ветственно, axDα  – операторы дробного в смысле Римана – Лиувилля интегро-дифференци-
рования [11].

Единственность решения задачи. При / 2a m<  решение задачи Коши 
( ) ( ) ( ) ( ),0 , ,0 ,yU x x U x x= τ = ν

 
в области Ω2 имеет вид [1, 10]
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где Г(a) – гамма функция Эйлера [3].
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Пусть 

	 ( ) ( ) ( ) 11, , , 1p q x x x x α+β−α+β−= α = β δ = ω = − . 	   (5)

Подставив ( ) ( )( )0 1,U x U xθ θ    в (3), после преобразований получим соотношение 
между t(x) и n(x), принесенное из Ω2 на J
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Если выполняются условия 

( ) ( )1 , 1 , 1p q x x= −β = − α ω = δ = , 	 (8)
то функциональное соотношение из гиперболической части 2Ω  на J имеет вид 
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Теорема единственности. В области W не может существовать более одного решения 
задачи (1) – (3), если выполняется либо (5) и (7),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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либо (8) и (10),
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Докажем, что при выполнении условий (5), (7), (11) теоремы решение задачи единствен-

но. Для этого докажем, что интеграл ( ) ( )
1

0

J x x dx∗ = τ ν∫  не может быть отрицательным. 

В самом деле, при ( ) 0xγ =  уравнение (6) примет вид 
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( ) ( ) ( )C x x x dx+ ν ν∫ .

Используя методику, применявшуюся в работах [2, 5-9] получим следующее равенство 
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Таким образом, при выполнении усло-
вий (5), (7), (11) теоремы 0J ∗ ≥ .

С другой стороны, переходя в уравне-
нии (1) к пределу при 0y → + , получаем
	 ( ) ( ) 0x x′′τ − ν = .	 (13)

Из (13) имеем 
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Интегрируя по частям при выпол-
нении однородных граничных условий 

( ) ( )0 1 0τ = τ = , будем иметь
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Отсюда заключаем, что 0J ∗ = . И, следовательно, 
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Так как 1 0tα+β− ≥ , то ( )
1

0

cos 0,t dν ξ ξ ξ =∫ ( )
1

0

sin 0t dν ξ ξ ξ =∫

для всех [ )0,t ∈ ∞ , в частности, при 
2 , 0,1,2,...t k k= π = . При этих значени-

ях t функции  sintx и costx образуют полную 
ортогональную систему функций в L2. Сле-
довательно, ( ) 0ν ξ =  почти всюду, а так как 
n(x) непрерывна по условию, то ( ) 0ν ξ =  
всюду. Отсюда легко видеть, что ( ) 0xν =  
и из (6) при ( ) 0xγ =  следует, что ( ) 0xτ = . 
Следовательно, ( ), 0U x y ≡  в Ω2 как реше-
ние задачи Коши с нулевыми данными, а в 

Ω1 U(x,y)=0 как решение первой краевой за-
дачи с нулевыми данными.

Таким образом, при выполнении ус-
ловий (5), (7), (11) теоремы решение за-
дачи единственно. При выполнении усло-
вий (8), (10), (12) теоремы единственность 
решения задачи доказывается анало- 
гично.

Существование решения за-
дачи. При выполнении условий 

 интегрируя дваж-
ды (13) из Ω1 получим 
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Пусть выполняются условия (5). Исключая t(x) из (14) и (6) вопрос разрешимости зада-
чи (1) – (3) эквивалентно редуцируется к вопросу разрешимости интегрального уравнения
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1
1 1
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( , ) ( )( ) ( ) ( )K x dC x x f x
x α+β

ξ ν ξ ξν + =
− ξ∫ ,	 (15)

где  ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1( ) 0 0 0 ( )f x x x= ϕ + ϕ − ϕ − γ   ,

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
1 1, ,K x C J J C J J f x C J C Jξ ∈ × ∩ × ∈ ∩ .

При 1( ) 0C x ≠  уравнение (15) есть ин-
тегральное уравнение Фредгольма второго 
рода, однозначная и безусловная разреши-
мость которого заключается из единствен-
ности решения задачи. По найденному n(x) 
определяется t(x) из (6). Решение задачи 
(1) – (3) в области Ω2 выписывается как 
решение задачи Коши, а в области Ω1 как 
решение первой краевой задачи [4]. При 
выполнения условий (8) теоремы существо-
вание решения задачи устанавливается так-
же путем редукции к уравнению Фредголь-
ма второго рода.
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