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Приводится информация о применении численного моделирования для определения волн напряжений 
при ударных нагрузках. Рассматриваются некоторые вопросы в области определения контурных напряже-
ний в защитной оболочке реакторного отделения атомной станции с помощью волновой теории ударной 
безопасности. Для решения волновой задачи теории упругости применяется метод конечных элементов в пе-
ремещениях. Задача решается методом сквозного счета, без выделения разрывов. Основные соотношения 
метода конечных элементов получены с помощью принципа возможных перемещений. С помощью метода 
конечных элементов в перемещениях, линейную задачу с начальными и граничными условиями привели 
к линейной задаче Коши. Получена явная двухслойная конечноэлементная схема. Исследуемая расчетная 
область имеет 1096 узловых точек. Получены контурные напряжения в защитной оболочке реакторного от-
деления атомной станции.
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Provides information on the application of numerical simulation for the determination of stress waves under 
shock loads. Discusses some of the issues in defining the contour of the stresses in the containment of the reactor 
compartment of the nuclear power station using the wave theory of shock security. for the solution of wave 
problems in the theory of elasticity is used, the finite element method in the movements. The problem is solved by 
the method of end-to-end account, without allocation of breaks. The basic correlations of the finite element method 
is obtained using the principle of possible displacements. Using the finite element method in displacements, a linear 
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Постановка задачи при ударных упругих 
волновых воздействиях

В настоящее время обеспечение без-
опасности уникальных объектов является 
приоритетной задачей фундаментальной 
и прикладной науки. 

В работах приведена информация о по-
становке волновых задач механики дефор-
мируемого твердого тела [1–10]. 

Для решения задачи о моделировании 
упругих волн в деформируемых областях 
сложной формы рассмотрим некоторое 
тело Γ  в прямоугольной декартовой систе-
ме координат XOY , которому в начальный 
момент времени 0t =  сообщается механи-
ческое воздействие. Предположим, что тело 
Γ  изготовлено из однородного изотропного 

материала, подчиняющегося упругому зако-
ну Гука при малых упругих деформациях. 

Точные уравнения двумерной (плоское 
напряженное состояние) динамической те-
ории упругости имеют вид 

2

2
xyx u

X Y t
∂τ∂σ ∂

+ = ρ
∂ ∂ ∂ , 

2

2
yx y v

X Y t
∂τ ∂σ ∂

+ = ρ
∂ ∂ ∂ ,

( , )x y ∈Γ ,

2 2 2( - 2 )x p x p s yC C Cσ = ρ ε +ρ ε , 

2 2 2( - 2 )y p y p s xC C Cσ = ρ ε +ρ ε , 

2
xy s xyCτ = ρ γ ;



588

 aDvancEs in cUrrEnT naTUral sciEncEs    №12, 2014 

 Physical anD maThEmaTical sciEncEs 

 x
u
X
∂

ε =
∂

, y
v
Y
∂

ε =
∂

, 

 xy
u v
Y X
∂ ∂

γ = +
∂ ∂

, ( , ) ( )x y S∈ Γ∪ ,  (1)

где xσ , yσ  и xyτ  – компоненты тензора 
упругих напряжений; xε , yε  и xyγ  – ком-
поненты тензора упругих деформаций; 
u  и v  – составляющие вектора упругих 
перемещений вдоль осей OX  и OY  со-
ответственно; ρ  – плотность материала; 

2(1- )p
EC =

ρ ν
 – скорость продольной 

упругой волны; 
2 (1 )s

EC =
ρ + ν

 – ско-

рость поперечной упругой волны; ν  – ко-
эффициент Пуассона; E – модуль упруго-
сти; 1 2( )S S S  – граничный контур тела Г.

Систему (1) в области, занимаемой те-
лом Г, следует интегрировать при началь-
ных и граничных условиях. 

Разработка методики и алгоритма
Для решения двумерной нестационар-

ной динамической задачи математической 
теории упругости с начальными и гранич-
ными условиями (1) используем метод ко-
нечных элементов в перемещениях. 

Принимая во внимание определение ма-
трицы жесткости, вектора инерции и векто-
ра внешних сил для тела Г, записываем при-
ближенное значение уравнения движения 
в теории упругости

 H K RΦ+ Φ =




 , 0 0t=Φ = Φ
 

, 

 0 0t=Φ = Φ
 

  ,  (2)
где H  – диагональная матрица инерции; 
K  – матрица жесткости; Φ



 – вектор уз-

ловых упругих перемещений; Φ


  – вектор 
узловых упругих скоростей перемещений; 
Φ


  – вектор узловых упругих ускорений; 
R


 – вектор внешних узловых упругих сил. 
Интегрируя уравнение (2) конечноэ-

лементным вариантом метода Галеркина, 
получим явную двухслойную конечноэле-
ментную линейную схему в перемещениях 
для внутренних и граничных узловых точек

 -1
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 .  (3)
шаг по временной переменной коорди-

нате t∆  выбирается из следующего соотно-
шения
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где l∆  – длина стороны конечного элемента.
На основе метода конечных элементов 

в перемещениях разработана методика, 
разработан алгоритм и составлен комплекс 
программ для решения двумерных линей-
ных и нелинейных задач при различных 
начальных и граничных условиях, для об-
ластей сложной формы. Комплексы про-
грамм написаны на алгоритмическом языке 
Фортран-90.

В работах приведена информация о до-
стоверности численного моделирования не-
стационарных волн напряжений в областях 
различной формы [4–6, 8–10].
Определение контурных напряжений 
в защитной оболочке реакторного 

отделения атомной станции
Рассматривается задача об ударе са-

молета (рис. 2) на систему сооружение-
фундамент – основание (Архангельская 
атомная станция) при воздействии 01σ   
( 69,9H =  м) (рис. 1). 

Рис. 1. Постановка задачи для Архангельской атомной станции
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Рис. 2. Воздействие 01σ

Рис. 3. Изменение упругого контурного напряжения kσ  в точке 1 во времени 1/t t∆

Рис. 4. Изменение упругого контурного напряжения kσ  в точке 2 во времени 1/t t∆
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Рис. 5. Изменение упругого контурного 
напряжения kσ  в точке 3 во времени 1/t t∆

Рис. 6. Изменение упругого контурного 
напряжения kσ  в точке 4 во времени 1/t t∆

Рис. 7. Изменение упругого контурного 
напряжения kσ  в точке 5 во времени 1/t t∆

Рис. 8. Изменение упругого контурного 
напряжения kσ  в точке 6 во времени 1/t t∆

Рис. 9. Изменение упругого контурного 

напряжения kσ  в точке 7 во времени 1/t t∆
Рис. 10. Изменение упругого контурного 

напряжения kσ  в точке 8 во времени 1/t t∆
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Рис. 11. Изменение упругого контурного 
напряжения kσ  в точке 9 во времени 1/t t∆

Начальные условия приняты нулевым. 
Граничные условия для контура JKLM  
(рис. 1) при 0t >  0.i i i iu v u v= = = =   От-
раженные волны от контура JKLM  не дохо-
дят до исследуемых точек при 10 2000n≤ ≤ . 
На границах материалов с разными фи-
зическими свойствами приняты ус-
ловия непрерывности перемещений  
(1 - ABCDEFGHINR  и SORT ; 2 - RNOS ; 
3- MAUQIJKL ; 4 -TPQU ). Исследуемая 
расчетная область имеет 1096  узловых то-
чек. Получены контурные напряжения в за-
щитной оболочке реакторного отделения 
атомной станции. 

В работах [1–2, 7] приведена информа-
ция о моделировании нестационарных волн 
напряжений в защитной оболочке реактор-
ного отделения атомной станции при удар-
ных воздействиях. 

Получены контурные напряжения в за-
щитной оболочке реакторного отделения 
атомной станции. На рис. 3–11 показано 
изменение контурных напряжений kσ  в за-
щитной оболочке во времени 1/t t∆ . 

Вывод
Полученные результаты позволяют оце-

нить несущую способность защитной обо-

лочки реакторной отделения атомной стан-
ции при ударе самолета.
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