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Масса цветного металла в кабеле определя-

ется по формуле:
– для медного кабеля

Мм = Мк – (Sжилы ∙pм ∙n ∙L)

– для алюминиевого кабеля

Ма = Мк – (Sжилы ∙pа ∙n ∙L)
где Мк – масса кабеля определенной длины L, кг;
Sжилы – площадь сечения жилы, мм2;
pм – плотность меди, кг/м3;
pа – плотность алюминия, кг/м3;
n – количество жил;
L – длина кабеля, м.
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Выбор управлений, наиболее эффективных 
с точки зрения «природоохранных» и «произ-
водственных» критериев, является непростой 
задачей, решение которой вряд ли возможно без 
применения метода математического модели-
рования. В данной работе рассматривается ма-
тематическая модель основанная на численном 
решении управления переноса и диффузии за-
грязняющих примесей.

Проблемы охраны и управление качеством 
окружающей среды порождает класс задач, свя-
занных с поиском оптимальных решений при 
подготовке народно-хозяйственных проектов, 
осуществление которых сопряжено с воздей-
ствием на природную среду, а также при плани-
ровании природоохранных мероприятий, тре-
бующих управления выбросами действующих 
промышленных объектов с учетом особенно-
стей гидрометеорологического режима и огра-
ничений санитарно и социально-экономическо-
го характера.

В связи с этим в практике хозяйствования 
все значение приобретают методы улучшения 
качества окружающей среды. К этим методам 
можно отнести:

– реконструкция и усовершенствование 
действующих технологических процессов, обе-
спечивающих снижение выбросов примесей 
и вредных отходов;

– разработка и внедрение малоотходных 
(замкнутых) технологических процессов, обе-
спечивающих комплексное использование всех 
компонентов и минимальное поступление вы-
бросов в окружающую среду.

В настоящее время имеются несколько ти-
пов моделей, отражающих те или иные аспекты 
взаимодействия общества и среды с учетом за-
грязнения окружающей среды и его социально-
экономических последствий.

В работах [1–5] сформулирован ряд матема-
тических моделей для решения такого рода за-
дач. В данной работе в качестве целевой функ-
ции выступает функционал стоимости ущерба 
от отдельных источников и затрат на их оптими-
зацию. Эти функции зависят от концентрации 
примесей и могут зависеть от входных параме-
тров модели.

Пусть рассматриваемый регион распо-
ложен в ограниченной трехмерной области 

[ ],D O H= ⋅∑  и на его территории имеется 
nпромышленных предприятий, производящих 
выбросы вредных веществ в атмосферу.

Не ограничивая общности, будем считать 
источники выбросов точечными и расположен-
ными внутри области. Для описания процесса 
распространения примеси от указанных источ-
ников воспользуемся линейным уравнением 
турбулентной диффузии (4, 5)
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
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	 ( )0/ 0t x=φ = φ



	 (5)
Где ( ),x tφ



 – концентрация примеси в точке 
Dχ∈



 в момент времени t;
µϑ  – коэффициенты горизонтальной и верти-
кальной диффузии;
( ),x tσ


 – функция, описывающая скорость из-
менения примеси вследствие химических пре-
вращении;
β – коэффициент, характеризующий взаимодей-
ствие примеси с подстилающей поверхностью;

( ) ( )0, ,s x t xφ φ
 

 – значение концентрации при-
меси S – боковой поверхности области D и в на-
чальный момент времени;

( )0 xφ


 – известная функция, описывающая не-
организованные источники выбросов;
Qm – начальная мощность выброса источника, 
m=1, n .

Будем считать заданными начальные и крае-
вые условия (2)-(5), скорость ветра U , коэффи-
циенты турбулентного обмена, и ограничимся 
рассмотрением модели «интегральной» концен-
трации [5, 6, 7]. Предположим, кроме того, что 
коэффициенты (1)-(5) и оператор δ не зависят от 
искомого решения.

Введем следующие обозначения: 
( )1 2, ,..., ne e ee =



 – вектор размерности ком-
понента, которого описывает относительное 
уменьшение интенсивности выброса от i-го ис-
точника, 0 ;i ie E≤ ≤  Ei – максимум относитель-
ного уменьшения интенсивности выброса от 
i-го источника, i=1, n .

В силу линейности модели (1)-(5), концен-
трация прмеси в точке после уменьшения ин-
тенсивности выбросов определяется по форму-
ле [4, 7]:
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 – решение набора задач

( ) ( ),m mL x t xφ = δ − τ
 
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а функция ( )0 ,x tφ


 удовлетворяет задаче
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 
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 0 0
Z

∂φ
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 при z = 0, H	

	 ( )0 ,s sl x tφ = φ

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 	 (8)

При выработке долговременной политики 
улучшения качества атмосферы используются, 
как правило, значения осредненных концентра-
ций примеси приземного слоя [5, 7].

Интервал осреднения T может быть различ-
ной величины в зависимости от конкретных об-
стоятельств, например: год, сезон.

Обозначим осредненные концентрации при-
меси через ( ),g x t



 и определим их как

	 ( ) ( ) ( ) ( )0
1

, 1
n

m m m
m

g x t Q e d x d x
=

= − +∑
  

 	 (9)

Где ( ) ( )
0

, / , 0,
T

m md x x t dt T m n= φ =∫
 

Решения задач (6)-(8) находим с помощью 
метода конечных элементов [4, 7].

Пусть для численного интегрирования этих 
задач в D введена сеточная область

	 ,n n n
zD xW=∑  ,n n n

x yW xW=∑ 	
Где ( ), ,nW x y zα α =  – сетка в направле-
нии координат x,y,z с шагом ixD , i=0, I, yD ; 

0, , , 0,kj j Z k k= D =

Поскольку нас будут интересовать приземные концентрации, то введем обозначения
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Таким образом, множество векторов 

( ){ , 0, , 0,ijC g l I I j l E= = = ∈  описывает воз-
можные последствия загрязнения в точках при-
земного слоя в зависимости от варианта управ-
ления e



.
Мы рассмотрим модель основанный на по-

нятие функции стоимости регулирования источ-
ников [3, 4, 5].

Введем, следуя [8], следующие обозначе-
ния: Gm(lm) – функция, характеризующая сто-
имость уменьшения интенсивности выбросов 
на m – M предприятий на величину lm, m=1, n; 

( ) ( )
1

n

m m
m

G l G l
=

=∑  общая стоимость регулиро-

вания источников в пределах данного региона.
Пусть S – стоимость всех средств, использу-

емых для улучшения качества атмосферы. Тогда 
множество E можно считать заданным в виде

	 { ( ): , 0 m mE l G l S l E= ≤ ≤ ≤
 

	 (11)
Для построения зависимостей Gm(lm), m=1, 

n, имеется несколько путей. Например, когда 
уменьшение выбросов производится за счет 
предварительной очистки исходного сырья или 
топлива, то стоимость регулирования может 
быть определена как функция от веса элемен-
тов, отдельных в результате очистки. Гораздо 
сложнее обстоит дело, когда для уменьшения 
выбросов используются такие методы, как мо-
дернизация и реконструкция существующего 
производства. В этом случае затраты на эти ме-
роприятия могут дать одновременно и положи-
тельный производственный эффект. Даже такая 
сугубо атмосфероохранная мера, как повыше-
ние высоты трубы, увеличивает интенсивность 
процесса горения. Что повышает эффектив-

ность производства за счет более полной утили-
зации сырья и топлива [1, 6].

Следуя [8], будем понимать под стоимо-
стью противозагрязняющих мероприятий на 
предприятии ((Gm(lm))) сумму всех издержек, 
которые несет данное предприятие, при умень-
шении объема вредных выбросов на величину 
em, m=1, n и неизменном объеме выпускаемой 
продукции. Основные статьи этих издержек 
связаны с закупкой других, более дорогих видов 
сырья и материалов, дополнительными капита-
ловложениями эксплуатационными затратами 
на основания новых малоотходных технологий, 
увеличением себестоимости производимой про-
дукции и, следовательно, уменьшением прибы-
ли от ее реализации.

Для расчета этих составляющих элементов 
стоимости предотвращения загрязнения может 
быть успешно применен метод экономико-мате-
матического моделирования [3, 4].

Рассмотрим далее метод построения функ-
ций Gm(lm), основанный на использовании одной 
из простейших и наиболее употребительных 
моделей линейной производственной модели [1, 
9]. Будем исходить прежде всего из того, что рас-
сматриваемой производственной единице (m-му 
предприятию) установлено плановое задание по 
выпуску Jm  видов продукции в объемах за время 
Т. Для выполнения этого задания предприятие 
распологает технологическими способами ( )mr .

Обозначим через hm1  интенсивность ис-
пользования 1-ой технологии на предприятии, 

( )1 2, 1, ; , ,m m m m mkm M l r h h h h− = =  – вектор ин-
тенсивного функционирования m – го предпри-
ятия. Представим экономико-математическую 
модель работы данного предприятия следую-
щим образом:

	 ( )
1

max
rm

m
m m e me

l
P h P h hm

=

= →∑  (прибыль) 	 (12)
При ограничениях

	
1

1
rm

ja me mj m
l

a h A j J
=

= =∑  (плановое задание) 	  (13)

	 ( )
1

1
rm

m
e me m

l
b h l

=

= θ −∑  (предельно допустимые выбросы) 	  (14)

	 0
1 1

Jm rm
m m m
je je me

j l
S a h S

= =

≤∑∑  (себестоимость) 	  (15)

	 0
1

rm
m m
e me

l
K h K

=

≤∑  (капиталовложения)	  (16)

	 0
1

rm
m m

e me
l

V h V
=

≤∑  (экспулатационные затраты) 	 (17)

Здесь используются следующие обозначения:
m

eP  – прибыль m-го предприятия при исполь-
зовании е-й технологии с единичной мощностью;

m
jea  – объем выпуска продукции вида j на 

m-м предприятии по способу производства;

m
eb  – мощность выброса примеси на m-м пред-

приятии по е-й технологии с единичной мощностью; 
m
jeS  – себестоимость производства единицы 

продукции е-го вида для m-го предприятия по 
технологическому способу; 
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m
eK  – капитальное вложение на предотвра-

щения загрязнения атмосферы в е-ю технологию 
на m-м предприятии ( 0m

ek ≠  для вновь осваива-
емых и реконструируемых технологий);

m
eV  – затраты на эксплуатацию и содержа-

ние газоочистных установок и других очистных 
сооружении в связи с применением е-го техно-
логического способа на m-м предприятии;

0
mK  – лимит капиталовложений для е-го 

предприятия;
0
mV  – лимит эксплуатационных затрат на 

m-м предприятии;
m
eS  – предельная величина себестоимости 

выпускаемой m-м предприятием продукции. 
Оптимальный план функционирования m-го 

предприятия определяется с помощью решения 
задачи линейного программирования (12)-(17). 
Переменная em участвует в этой задаче как па-
раметр. Величина Em в рамках принятой модели 
может быть определена из решения задачи ли-
нейного программирования:

max
,m mm h le →

При ограничениях (12)-(17). Если *
me  – оп-

тимальное решение этой задачи, то *
m mE l= .

Пусть ( )*
m mh l  – вектор оптимального реше-

ния задачи оптимизации (12)-(17), зависящий от 
параметра. Используя введенные обозначения 
вычислим следующие величины:

( ) ( )*m
m m e me m

e
P l P h l=∑  – прибыль m-го 

предприятия при оптимальном плане ( )m
e mh l

( ) ( ) ( )* *

,

m m
m m je je m m m m

j e
S l S a h l h l=∑  – себе-

стоимость продукции на m-м предприятии при 
оптимальном плане ( )*

e mh l

( ) ( )*m
m m e me m

e
K l K h l=∑  – объем капта-

ловложений на оздоровление атмосферы, тре-
буемый m-му предприятию при данном режиме 
работы

( ) ( )*m
m e me mV l V h l=∑  – стоимость всех 

эксплуатационных затрат, связанных с работой 
очистных сооружений и установок при плане 
работы m-го предприятия.

Определим суммарные издержки m-го пред-
приятия (функцию Gm(lm)), возникающие вслед-
ствие уменьшения выбросов на lm. Тогда 

	 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0m m m m m m m m m m m m m mG l P P l S l S K l K V l V= + − + − + −  	 (19)

Отметим, Gm(lm)  что функция lm являет-
ся кусочно-линейной функцией на [0, Em ]. Это 
следует из общего свойства решения задач ли-
нейного программирования, вектор-функция 

( )*
mh l  «склеена» из кусков линейных отрезков 

в Rm. Поэтому для построения функции стоимо-
сти Gm(lm) достаточно иметь решения несколь-
ких задач линейного программирования вида 
(12)-(17),которые последовательно принимают 
значения, равные точкам излома графика век-
тор-функции ( )*

m mh l .
Таким образом, построенная экономико-

математическая модель управления использу-
ется для описания процессов распространения 
загрязнителей в численных моделях. Это по-
зволяет получить оценку уровней загрязнения 
в точках рассматриваемого региона, которые 
далее могут быть использованы для формиро-
вания критерия качества воздушного бассейна 

области. Целевая функция представлена в виде 
свертки кусочно-линейной функции.

Список литературы
1. Охрана окружающей среды. Модели управления 

чистой природной среды. /Под.ред. Гофонова К.Г., Гусе-
ва А.А. – М.:Экономика,1987.

2. Gorr W.K., Gistafson S.A., Kortonen R.O. Optimal control 
strategies and regulatory policy. – Environment and Planning, 1992, И4.

3. Гурман В.И. Вырожденные задачи оптимального 
управления. – М.: Наука, 1997.   

4. Пенеко В.В., Шпак В.А. Некоторые модели управле-
ния качеством воздушного бассейна. – Новосибирск, 1996. 

5. Марчук Г.И. Математическое моделирование в про-
блеме окружающей среды. М.:Наука, 2001.

6. Балацкий О.А. Экономика чистого воздуха. – Киев: 
Наукова Думка, 1999.

7. Пененко В.В., Рапутова В.Ф. Некоторые модели оп-
тимизации режима работы источников загрязнения атмос-
феры. //Метеорология и гидрология, 1995, №2.

8. Багриновский А.Г., Бусыгин В.П. Математика плано-
вых решений. М.:Наука, 2000.

9. Базарова М., Шетти К. Нелинейное программирова-
ние. Теория и алгоритмы. – М.:Мир, 2002.


