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Обсуждаются алгоритм получения вероятных фрагментов модулярных ячеек из клеточных комплек-
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Проблемы формирования модуль-
ных структур кристаллов, интерпретации 
и классификации структур, содержащих 
0-мерные модули определенных структур-
ных типов кристаллов, являются актуаль-
ными для структурной химии неорганиче-
ских и органических веществ [1, 2]. В связи 
с этим разработка новых способов их вы-
вода для целенаправленного модулярно-
го дизайна структур с наперед заданными 
свойствами также являются значимыми для 
кристаллохимии неорганических веществ 
и стереохимии органических соединений. 

Наряду с пятью хорошо известными 
правильными изогонами 3D-пространства 
(т.е. все изоэдры или тела Платона – те-
траэдр, куб, октаэдр, додекаэдр и икоса-
эдр) в 4D-пространстве существуют семь 
правильных политопов (симплекс, гипе-
роктаэдр, гиперкуб, гипертетраэдр, 24-, 
120- и 600-ячеечники) [1, 2]. Проанализи-
руем возможные варианты их топологи-
ческих преобразований и геометрической 
реализации в 3D-пространстве. Обосно-
ванием для формальной возможности по-
добного анализа является гипотеза о веро-
ятном проявлении топологических свойств 
определенных локальных структурных 
фрагментов гиперпространства (в частно-
сти, 4D-пространства) и влиянии на геоме-
трико-топологические характеристики их 
некоторых проективных 3D-образов. При 
этом предполагается, что некоторые про-

странственные ячейки, в которые вложены 
эти структурные фрагменты, представля-
ют собой ячейки-модули определенного 
множества модулярных структур и подчи-
няются модулярному закону [1, 3–5]. Дан-
ный анализ вызван также необходимостью 
интерпретации нестандартных конфигура-
ций и гиперкоординации некоторых атомов, 
в частности атомов углерода, в органиче-
ских и металлорганических молекулярных 
кристаллах [6, 7], особенностей коорди-
нации атомов металла в кристаллических 
структурах разупорядоченных сплавов, не-
которых интерметаллидов [8, 9], металли-
ческих и металлорганических нанокласте-
рах [10, 11].

Каждый из политопов после проециро-
вания на 3D-пространство и соответству-
ющих топологических преобразований по-
лученных геометрических образов может 
породить набор нестандартных вершинных 
конфигураций, изоморфных набору вероят-
ных модулярных ячеек. Эти ячейки могут со-
держать структурные модули, описывающие 
особенности ближнего порядка в структурах 
кристаллов, в частности, некоторые конфи-
гурационные особенности фрагментов моду-
лярных структур, гиперкоординированные 
атомы в молекулах и кластерах – структур-
ных элементов неорганических и органиче-
ских соединений [6, 7, 12, 13]. 

При описании топологических преоб-
разований гиперячеек использовали два 



75

УСПЕХИ СОВРЕМЕННОГО ЕСТЕСТВОЗНАНИЯ    №7, 2013

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ
информационно эквивалентных и взаимос-
вязанных вида символьных представлений 
гиперполиэдров – многоячеечников (поли-
топов): 

HPh – Nv <1, ne, nf, nph> {nph рhi} 
и 

HPh – <Nv, Ne, Nf, Nph> {Nph рhi}.
Оба символьных представления гипер-

полиэдра содержат информацию о его наи-
меновании (HPh), количестве вершин (v), 
ребер (e), граней (f), а также количестве 
и типе ячеек-полиэдров (рh). Однако первое 
представление характеризует в большей 
степени вершинную топологию гиперпо-
лиэдра, чем его общий состав, и является 
эффективным только для правильных по-
литопов. Для перехода от первого пред-
ставления правильного политопа ко вто-
рому можно воспользоваться формулами 
Ne(f, ph) = kd Nv ne(f, ph), в которых коэффициент 
перехода 

соответственно, а параметр мерности струк-
турного элемента d = 0(v), 1(e), 2(f), 3(рh). 

Примеры: 
симплекс – S-5 <1, 4, 6, 4> {T4} 

и
S <5, 10, 10, 5> {T5},

гиперкуб – HC-16 <1, 4, 6, 4> {C4} 
и

HC <16, 32, 24, 8> {C8},

гипертетраэдр (16-ячеечник) – 
HT-8 <1, 6, 12, 8> {T8} 

и
HT <8, 24, 32, 16> {T16}.

В случае неправильных политопов 
символьное описание по первому вариан-
ту включает описания всех топологически 
различных вершин и выглядит достаточно 
сложным, поэтому необходимо использо-
вать второй вариант описания, например:

тригональная гиперпризма HTp <12, 24, 16, 7> {Tp4C3},

гипероктаэдр (10-ячеечник) HO <12, 30, 28, 10> {O2Tp8}.

Для получения новых топологических 
типов сеток используют разные способы ге-
нерации [14, 15]. Одним из этих способов 
является декорирование (замена узлов ис-
ходной сетки на кластеры) или сплиттинг-
преобразование вершин полиэдров, постро-
енных на узлах сетки. Частными случаями 
декорирования являются аугментация, ког-
да форма кластера совпадает с формой ко-
ординационного полиэдра узла, и расши-
рение, при котором ребро исходной сетки 
заменяется цепочками ребер. Стеллейшн-
преобразование граней полиэдра можно 
рассматривать как дуальное топологическое 
преобразование по отношению к сплит-
тинг-преобразованию вершин. С этими дву-
мя преобразованиями тесно связано пред-
ставление о дуальных по отношению друг 
к другу взаимопроникающих сетках и соот-
ветствующим ему преобразованием прямо-
го перехода от образов фрагмента модуляр-
ной ячейки к дуальным образам фрагмента 
в виде полиэдров Вороного-Дирихле. 

Будем считать, что образующиеся при 
проецировании гиперячейки геометриче-
ские образы являются фрагментами трех-
мерных трижды периодических сеток или 
двух таких же взаимопроникающих сеток. 

Образование подобных взаимопроникаю-
щих сеток возможно за счет валентных или 
водородных связей в структурах органиче-
ских, неорганических соединений и коор-
динационных полимеров. Фрагменты этих 
унинодальных (в случае прообраза в виде 
правильного политопа) или бинодальных 
сеток (когда прообраз – неправильный по-
литоп) обуславливают соответствующие 
координационные последовательности 
и могут быть представлены в виде совокуп-
ности двух и более полиэдров с одним об-
щим геометрическим центром [15]. 

Поскольку проецируемые геометриче-
ские образы гиперячеек состоят из внеш-
них узлов (оболочки) и внутренних узлов, 
то формально возможно два варианта их 
топологических преобразований. В одном 
варианте топологическим преобразованиям 
подвергаются все узлы геометрического об-
раза. Это эквивалентно утверждению о том, 
что все узлы геометрического образа при-
надлежат унинодальной сетке, а результаты 
ее топологических преобразований – струк-
турные фрагменты образуют ряд генетиче-
ски взаимосвязанных модулярных ячеек, 
изоморфный соответствующему ряду их ве-
роятных прообразов – гиперячеек. Во вто-
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ром варианте – преобразуются только узлы, 
составляющие оболочку, а конфигурация 
внутренних узлов остается неизменной. 
В этом случае предполагается, что точки 
геометрического образа – фрагменты би-
нодальной сетки. Структурные фрагменты, 
образующиеся в результате топологических 
преобразований одной из них (составляю-
щих оболочку), также образуют ряд генети-
чески взаимосвязанных модулярных ячеек, 
но с единым прообразом – инициальной 
гиперячейкой. Для получения геометриче-
ских образов модулярных ячеек из гиперя-
чеек будем использовать второй вариант. 

Для каждой гиперячейки можно вос-
пользоваться следующими топологи-
ческими преобразованиями оболочек 
их наиболее симметричных проекций 
в 3D-пространстве.

1. Сплиттинг-преобразования вершин 
гиперячейки. Суть преобразования заклю-
чается в расщеплении по определенному 
закону вершин гиперячейки, принадлежа-
щих ее оболочке. Преобразование сопро-
вождается изменением конфигурации обо-
лочки гиперячейки, изменениями числа 
ребер, количества и формы граней и ячеек. 
Пример: 

гипертетраэдр HT <8, 24, 32, 16> {T16} → 
лавесовский тетраэдр L’T(T)– <16, 36, 36, 16> {L’T Hpyr4 O4 T7} → 
октаэдр O(T)- <10, 42, 36, 10> {O5 T5}.

2. Стелейшн-дизайн внешних граней ги-
перячейки. Преобразование внешних граней 

гиперячейки связано с их наращиванием до 
превращения в вершины новой ячейки. 

Пример 1 (стелейшн-дизайн половины граней оболочки НО): 
гипероктаэдр (10-ячеечник) HO <12, 30, 28, 10> {O2Tp8} →
лавесовский тетраэдр L’T(O)– <18, 42, 34, 10> {L’T O Tp4 ½KO4} →
тетраэдр T(O)– <10, 30, 24, 10> {T5O5}.
Пример 2 (стелейшн-дизайн всех граней оболочки НО): 
гипероктаэдр (10-ячеечник) HO <12, 30, 28, 10> {O2Tp8} →
усеченный октаэдр tO(O) <24, 72, 54, 16> {tO O Tetpyr6 ½CO8} →
кубооктаэдр CO(O) <18, 60, 46, 16> {CO O Tetpyr6 O8} →
усеченный куб tC(O) <30, 96, 70, 24> {tC C Octpyr6 O8T8} →
куб C(O) <14, 48, 62, 28> {C O Tetpyr6 T20}.

3. Стретч-оупен-дизайн гиперячейки. 
Преобразование открытия гиперячейки, со-
провождающееся вытягиванием внутрен-

них вершин наружу через одну из граней 
оболочки. 

Пример для одного из правильных по-
литопов – тетраэдрического симплекса: 

Симплекс ST- <5, 10, 10, 5> {T5} → 
Симплекс с центрированной гранью S{3}f- <5, 10, 7, 4> {Tbc} → 
Тригональная бипирамида T{3}bipyr- <5, 9, 7, 2> {T2} .

4. Преобразование Вороного-Дирихле. 
Преобразование геометрического образа 
гиперячейки в дуальный ему образ за счет 

превращения геометрических центров яче-
ек в вершины, а граней – в ребра [12]. 

Примеры: 

Гиперкуб HC- < 16, 32, 24, 8 > {C8} → 
дважды центрированный октаэдр O2c- < 6 + 2, 12, 8 > ,
Гипертетраэдр HT- <8, 24, 32, 16> {T16} → 
дважды центрированный дитетраэдр + октаэдр (diT + O)2с- <4 + 4 + 6 + 2,6 + 6 + 12,4 + 4 + 8> .
Для перехода от совокупности гео-

метрических образов, соответствующих 
в 3D-пространстве анализируемой гипе-

рячейке, к гомеоморфной совокупности 
вероятных модулярных ячеек необходимо 
учитывать условия, которым эти ячейки 
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должны удовлетворять [4, 5]. Под моду-
лярной ячейкой будем понимать простран-
ственную ячейку, содержащую структур-
но совместимый с ней неизолированный 
асимметричный модуль с определенными 
конфигурационными и топологическими 
характеристиками. Данная ячейка может 
рассматриваться как инициальная для полу-
чения некоторого множества модулярных 
структур, генетически связанных между 
собой общим структурным модулем. Моду-
лярные структуры из этого множества отли-
чаются друг от друга ориентационным и по-
зиционным упорядочением структурного 
модуля в 2D- или 3D-пространстве [16–23]. 

Таким образом, геометрические об-
разы фрагментов модулярных ячеек 
в 3D-пространстве, полученные в резуль-
тате описанных выше целенаправленных 
преобразований симметричных проекций 
гиперячеек, могут содержать те допол-
нительные конфигурационные элементы, 
которые определяют их нестандартность 
по отношению к общеизвестным коорди-
национным полиэдрам. В частности, про-
стейшие вероятные фрагменты модулярных 
ячеек описывают ближний порядок атомов 
в эквивалентных кристаллографических 
позициях, а не возможную трансформацию 
координационного полиэдра типа АХ4. В по-
давляющем большинстве случаев полиэдры 
с координационными числами, не превы-
шающими 12, хорошо известны [8–10, 13] 
и давно используются при кристаллохими-
ческом описании структур неорганических 
и металлорганических соединений. 
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