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Исследована внутреннекраевая задача для псевдопараболического уравнения третьего порядка в пря-
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Решение многих практически важ-
ных задач, возникающих при исследовании 
процессов фильтрации жидкости в трещи-
новато-пористых средах [1], [9], движения 
подземных вод со свободной поверхностью 
в многослойных средах [10] связано с необ-
ходимостью исследования нелокальных задач 
для псевдопараболических уравнений [2].

Для модельного псевдопараболическо-
го уравнения А.М. Нахушевым в [8] была 
сформулирована краевая задача с нелокаль-
ным условием.

Цель исследования: доказать существо-
вание и единственность решения нелокаль-
ной задачи для псевдопараболического 
уравнения третьего порядка.

Постановка задачи. Пусть

( ){ }, : 0 ,  0D x t x H t T= < < < <
конечная область плоскости переменных  
xyt 1  J  интервал 0 t T< <  прямой 0.x x=  
Для общего псевдопараболического урав-
нения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,xxt t xx xL u u d x t u x t u a x t u b x t u q x t= + + + + = −
в области D ставится задача.

Задача. Найти регулярное в области 
1/D J  решение ( , )u x t  уравнения (1) из 

класса  удовлетворя-
ющее условиям:

	 ( ) ( ) [ ] ,0       0, ,  u x h x x H= ∈ 	 (2)

	 ( ) [ ]0 , ( )              0, , xu x t f t t T= ∈ 	 (3)

	 ( ) [ ]1 2, ( , )         0, ,u x t u x t t T= ∈γ 	 (4)

где 1 0 2x x x< <  – произвольно фиксирован-
ные точки из интервала 0 ,x H< <  γ = const 
f(t) и h(x) непрерывные функции.

Справедлива следующая теорема.
Теорема: Если коэффициенты уравне-

ния (1) и заданные функции удовлетворяют 
условиям 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , , , , , , , , , ,x xx y d x t c x t a x t b x y q x t C D∈

( ) ( )2 10, ,   ( ) (0, )h x C H f t C T∈ ∈
а также

( ) ( )0,       , 0     , ,           d x t x t D≤ < ∀ ∈γ
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то задача (1)-(4) разрешима и притом един-
ственным образом.

Доказательство. Справедливость теоре-
мы докажем методом функции Римана [8].

В области 

( ){ }1 0 , : 0 ,  0D x t x x t T= < < < <  

рассмотрим характеристическую задачу 
Гурса [3]

	 ( ) [ ]0 ,0 ( )                0, , u x t t T= ϕ ∈ 	 (5)

( ) [ ] ( )0                                                                , ( )              0, ,                                             6xu x t f t t T= ∈

	 ( ) ( ) [ ] ,0                  0, , u x h x t H= ∈ 	 (7)
для уравнения (1), где ( )tϕ  – неизвестная 
пока функция из класса [ ]1 0, .C T 	
Пусть ( ), ; ,w x t α β  – функция Римана, вве-
денная в [8], которая однозначно определя-
ется следующими требованиями:

( ) 0,M w =

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

2

, ; , 0,    , ; , ,
                         

, ; , ,

xw t w t exp t dt

w x w x

τ

β

  
α α β = α α β = α      

 β α β = β

∫

где ( )2 ,w α β  – решение следующей задачи:

( )
( ) ( )

, ; , ( , ) ( , ; , ) 0,    
          

, ; , 0,  , ; , 1,      
xx

x

w x d x w x
w w

β α β + β β α β =
 α β α β = α β α β =

( , )α β  – произвольная точка области 1D .

Интегрируя тождество

( ) ( )vL u uM v− =

( ) [ ][ ]  xt xt x x xx
vu uv vu u v auv duv u v

x t
∂ ∂= + + − + + −
∂ ∂

	 (8)

по области ( ){ }1 0,  , :    0    0D x t x x t= < α < < < < β  с учетом свойств функции Римана 

( ), ; ,w x t α β  и условий (5) – (7), получим

( ) ( ) ( )0, , ; ,xu w xα β = ϕ β β α β +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

'
0 0

0

[ ,0 ,0; , ,0; , ]
x

xd x h x w x w x h x dx+ α β − α β −∫

( ){ ( ) ( ) ( ) ( )'
0 0 0

0

, ; , , , ; ,w x f t x t w x t f t
β

− β α β + α β +∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0, ; , , , ; , ( , ) , ; ,xt x xt w x t x t w x t x t w x t+ϕ α β − α β − α β +

	 ( ) } ( ) ( )
0

0 0
0

 ( , ) , ; , ] , ; , , .  
x

a x t w x t dt w x t q x t dxdt+ + ∫∫
β

α

α β α β 	 (9)

Единственность и существование функ-
ции Римана  доказывается мето-

дом редукции к нагруженным интегро-диф-
ференциальным уравнениям [7].
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Формула (9) дает явное представление 

решения задачи Гурса (1), (5)-(7). 
Для нахождения неизвестной функ-

ции ( )tϕ  по аналогичной схеме в 

( ){ }2 0, : ,  0D x t x x H t T= < < < <  рассмо-

трим характеристическую задачу Гурса 

	 ( ) [ ]0 , ( )                0, , u x t t t T= ϕ ∈ 	 (10)

	 ( ) [ ]0 , ( )              0, ,xu x t f t t T= ∈ 	 (11)

	 ( ) ( ) [ ] ,0                  0, ,u x h x t H= ∈ 	(12)
для уравнения (1).

Пусть ( ), ; ,v x t τ  – функция Римана, 
удовлетворяющая условиям:

( ) 0,    M v =

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

, ; , 0,    , ; , exp ,
  

 , ; , ,  

t

xv t v t t dt

v x w x
τ

  
τ = τ =  

  
 τ τ = τ

∫

где ( )1 ,w x τ  – решение задачи [5]:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ; , , , ; , 0,
 

, ; , | 0,  , ; , | 1,
xx

x x x

v x d x v x

v x v x= =

τ τ + τ τ τ =


τ τ = τ τ =
(, )τ  – произвольная точка области 2D .

Интегрируя тождество (9) по обла-
сти ( ){ }1 0,  , : 0 0x t x x t= < α < < < < β  
и пользуясь свойством функции Римана 

( ), ; ,v x t α β  получим

( ) ( ) ( )0, , ; ,xu t v xτ = ϕ τ τ +

( ){ ( ) ( ) ( ) ( )'
0 0 0

0

, ; , , , ; ,v x f t x t w x t f t dx
τ

+ τ τ + τ +∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0, ; , , , ; , ( , ) , ; ,xt x xt v x t x t v x t x t v x t+ϕ τ − τ − τ +

( ) ( ) } ( ) ( ) ( )
0

0 0  , , ; , ] [ ,0 ,0;,
x

a x t v x t dt d x h x v x+ τ − τ −∫

	 ( ) ( ) ( ) ( )
0

'
0

0

,0;, ] , ; , , . 
x

xv x h x dx w x t q x t dxdt− + ∫∫
β

α

τ α β 	 (13)

Формула (13) дает представление реше-
ния задачи Гурса (1), (10)-(12).

Тогда при выполнении условия 0γ ≤  
теоремы, выполняется неравенство

( ) ( ) ( )0 1 0 1 , ; , , ; , 0. x xw x x v x xτ = τ τ − γ τ τ ≠

С учетом (14), используя условие скле-
ивания (4), из соотношений (9) и (13) по-
лучаем интегральное уравнение Вольтерра 
второго рода относительно ϕ(τ) 

	 	 (15)

где

Так как с учетом гладкости известных 
функций 

, 

то на основании свойств функций Римана 
( , ; , )v x t τ  и  ( , ; , )w x t α β  и условия теоре-

мы, то единственное регулярное решение 
( )tϕ  интегрального уравнения Вольтерра 

второго рода (15) из класса [ ]1 0,C T  пред-
ставимо в виде

	 	 (16)

где  ( ),R t τ – резольвента ядра 0 ( , )K t τ .
После определения функции 

( )0 , ( )u x t t= ϕ  формулой (16) исследуе-
мая задача распадается на две характери-
стические задачи (5) – (7) и (10) – (12) для 
псевдопараболического уравнения (1) един-
ственные регулярные решения которых да-
ются соответственно, формулами (9) и (13).

Из единственности регулярного реше-
ния указанных характеристических задач 
Гурса для уравнения (1) следует справедли-
вость теоремы.
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Нелокальные внутреннекраевые задачи 

для уравнений смешанного типа исследова-
лись также в работах [3-7].
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