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Постановка проблемы: исследовать вопросы 
существования и единственности решения системы 
нелинейных интегральных уравнений, описывающих 
взаимодействие двух континуальных развивающихся 
систем и внешней среды, а также поставить некото-
рые оптимизационные задачи такого взаимодействия. 

Актуальность поставленной проблемы. Реше-
ние поставленной проблемы позволяет математиче-
ски описывать динамику взаимодействия контину-
альных развивающихся систем, в качестве которых 
могут рассматриваться многие очень сложные реаль-
ные системы (например, экономические и экологи-
ческие). Кроме того, это позволяет ставить и решать 
различные оптимизационные задачи взаимодействия 
континуальных развивающихся систем.

Анализ последних исследований и публика-
ций. Академик В.М. Глушков для описания функци-
онирования различных развивающихся систем (РС) 
предложил использовать интегральные уравнения 
вольтерровского типа с неизвестными функциями 
в нижних пределах интегралов [1]. Одна из главных 
особенностей интегральных моделей В.М. Глушкова 
заключается в том, что вся развивающаяся система, 
которую эти модели описывают, разбита на две под-
системы: одна из них выполняет внутреннюю функ-
цию, заключающуюся в совершенствовании самой 
системы, а вторая осуществляет внешнюю (основную) 
функцию системы. Согласно этому все обобщенные 
продукты (элементы) системы подразделяются на про-
дукты первого и второго рода: материальное, энерге-
тическое и информационное обеспечение внутренней 
и внешней функций называются продуктами соответ-
ственно первого и второго рода. В качестве примеров 
продуктов первого и второго рода можно привести со-
ответственно рабочие места и продукты потребления 
в макроэкономической системе. Если же внутренних 
и внешних функций в системе несколько, то имеет 
смысл рассматривать многопродуктовые РС. Однако 
для изучения некоторых систем (например, процессов 
в биосфере) целесообразно рассматривать континуум 

продуктов. Суть континуальных моделей В.М. Глуш-
кова состоит в том, что осуществляется упорядочива-
ние бесконечного числа номеров продуктов, выполня-
ющих внутренние и внешние функции. Все эти номера 
располагаются на некотором отрезке [0, U], причем 
продукту с наименьшим номером на этом отрезке ста-
вится в соответствие число 0, а продукту с наиболь-
шим номером – число U (в дальнейшем продукт будет 
отождествляться с его номером u  [0, U]). В [2] были 
получены достаточные условия существования един-
ственного решения системы уравнений континуальной 
модели РС, в которой непосредственное воздействие 
внешней среды на РС не учитывалось: все продукты 
создавались в самой системе, извне в РС продукты не 
поступали. В [3] на основе идей [4] обобщены резуль-
таты [2] на тот случай, когда в РС продукты могут по-
являться не только в результате их создания в самой 
системе, но и в результате поступления в РС из внеш-
ней среды уже созданных продуктов.

В [4] была построена интегральная модель взаи-
модействия двухпродуктовых развивающихся систем 
и внешней среды, в которой транспортировка про-
дуктов между системами могла быть мгновенной (что 
осложнило как саму модель, так и ее исследование). 
Естественно возникла идея упростить уравнения мо-
дели, учитывая отличие от нуля времени транспорти-
ровки продуктов от одной системы к другой.

Цель статьи состоит в решении поставленной 
выше проблемы. 

Изложение основного материала. Будем счи-
тать, что в системе продукты появляются в результа-
те как поступления извне в систему уже созданных 
продуктов, так и воссоздания продуктов в самой си-
стеме, и что появление некоторого нового продукта 
u1 ≤ U зависит лишь от уже появившихся ранее про-
дуктов u < u1 и никак на него не влияют еще не по-
явившиеся продукты u1 < u ≤ U. Будем предполагать, 
что одновременно с возрастанием u (при котором 
происходит появление новых продуктов) происходит 
процесс ликвидации ненужных продуктов по закону 
b(t, u). В частности, начиная с некоторого момен-
та времени ti, процесс ликвидации ненужных про-
дуктов может прекращаться, в этом случае для t ≥ ti 
функция b(t, u) = ui = const, где ui – наименьший из 
существующих в момент ti продуктов. Далее будет 
рассматриваться случай, когда b(t, u) = u0 = const в об-
ласти . Обозначим 

. Рассмотрим следую-
щую систему уравнений взаимодействия континуаль-
ных РС относительно неизвестных функций mi(t, u), 
ai(t, u) и ci(t, u):

Осциллограммы аксиальной (кривая 1) и радиальной (кривая 2) компонент возмущения разрядного тока

  (1)
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  (2)

   (3)

  (4)

  (5)

           (6)
где f(t, u) – скорость изменения (по u) скорости (по 
t) поступления извне в обе развивающиеся системы 
u-x продуктов первой группы, предназначенных для 
выполнения внутренних функций РС; zi(t, u) f(t, u) – 
скорость изменения (по u) скорости (по t) посту-
пления извне в РС с номером t (PCi) u – x продуктов 
первой группы, предназначенных для выполнения 
внутренних функций PCi,   – 
скорость изменения (по u) скорости (по t) создания 
в PCi u-x продуктов первой группы, предназначенных 
для выполнения внутренних функций PCi (  
для t > t0 и u > u0); mi(t, u) – скорость изменения (по 
u) скорости (по t) появления в PCi u-x продуктов пер-
вой группы, предназначенных для выполнения вну-
тренних функций PCi; yi(u; τ, v) – доля v-х продуктов 
mi(τ, ν), идущих в момент τ на воссоздание в момент 
t продуктов ;  – ско-
рость изменения (по u) скорости (по t) поступления 
извне в PCi u-x продуктов второй группы, предна-
значенных для выполнения внешних функций PCi, 
kc – коэффициент согласования размерностей продук-
тов первого и второго рода (продукты первого рода 
и внешний ресурс предполагаются одной размерно-
сти);  – скорость изменения (по u) скорости (по 
t) создания в PCi u-x продуктов второй группы, явля-
ющихся результатом выполнения внешних функций 
PCi; ci(t, u) – скорость изменения (по u) скорости (по 
t) появления в PCi u-x продуктов второй группы, явля-
ющихся результатом выполнения внешних функций 
PCi; Pi(t, u) – общее количество u-x продуктов первой 
группы, функционирующих в PCi в момент времени 
t; αi(t, u; τ, ν) – показатель эффективности создания 
u-го продукта первой группы в момент времени t, 
выполняющего в PCi внутренние функции (иначе 
говоря, это количество u-го продукта типа , 
создаваемого в единицу времени, начиная с момента 
в t, в расчете на единицу всех продуктов типа yi(u; 
τ, ν) mi(τ, ν) для ν ≤ u); βi(t, u; τ, ν) – показатель эффек-
тивности создания u-го продукта второй группы в мо-
мент времени t, выполняющего в PCi внешние функ-
ции (иначе говоря, это количество u-го продукта типа 

, создаваемого в единицу времени, начиная 
с момента в t, в расчете на единицу всех продуктов 
типа (  для ν ≤ u); ai(t, u) – времен-

ная граница ликвидации неэффективных технологий 
создания в PCi u-х продуктов первой и второй групп 
(иначе говоря, [ai(t, u), t] – временной промежуток, 
на котором создаются u-е продукты первой и вто-
рой групп для их использования в PCi в момент 
времени t, причем 0 ≤ ai(t, u) ≤ t); d – время транс-
портировки продуктов из одной системы в другую, 
d = const > 0; на отрезке [0, t0] известна так называе-
мая начальная предыстория: на этом временном про-
межутке начальной предыстории  и 

 – заданные функции (заданные 
на предыстории функции будем обозначать теми же 
буквами с индексом «0»); все функции по определе-
нию будем считать неотрицательными; t0 – момент 
начала моделирования взаимодействия (прогнозиро-
вания динамики взаимодействия) PCi,

,

,   ,   i = 1, 2.
Теорема 1. Пусть: 
1)  заданные, положи-

тельные и непрерывные в своих областях определе-
ний функции, причем функция Pi отделена от нуля, 
т.е. ;

2) yi – заданная и кусочно-непрерывная в своей 
области определения функция;

3) функция Pi непрерывно дифференцируема по 
первому аргументу;

4) функция mi0 на начальной предыстории [0, t0] 
положительна, i = 1, 2. Тогда существует единствен-
ное решение mi, ci, ai системы уравнений и неравенств 
(1)-(6) в области G1, причем в этой области функции 
mi, ci, непрерывны, а функция ai непрерывно диффе-
ренцируема, i = 1, 2

Доказательство. Везде далее полагаем i = 1, 2. 
Разобьем область интегрирования в уравнениях (1) 
и (5) на две подобласти: начальную предысторию, 
в которой функции

  и 
заданы, и область G1. Тогда эти уравнения можно 
переписать в виде 

   (4)

  (5)

где ai(t, u) ≤ t0, t  [0, t1], момент t1 определим ниже. Обозначим

     (6)
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Очевидно,

откуда получаем, что 

   (7)

Если функция  непрерывно дифференци-
руема по первому аргументу и 

, 

то функция ai(t, u) будет однозначной и непрерывно 
дифференцируемой. Эти условия выполняются, если 
mi,0(t, u) положительна и 

,   i = 1, 2 
Воспользовавшись равенствами (6) и (7), уравнение 
(3) перепишем в виде 

  (8)

где    

    t  [0, t1]. 
Применив правило дифференцирования сложной функции, получим

где  u0 ≤ ν ≤ U, t0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ ai ≤ T. Поэтому функция 
Ri0(xi, t, u) по первому аргументу удовлетворяет усло-
вию Липшица с константой L.

Итак, система уравнений (1), (3), (5) сведена к од-
ному нелинейному интегральному уравнению отно-
сительно неизвестной mi(t, u):

  (9)

u  [u0, U], t  [t0, t1].
Введем обычную норму в пространстве непрерывных функций:

С помощью метода математической индукции можно доказать, что на [t0, t1] 

где  ,    u0 ≤ τ ≤ u ≤ U, t0 ≤ τ ≤ t ≤ T. 

Число n можно выбрать настолько большим, что 
при любых конечных значениях постоянных L, M, t0, 
t1, u0, U будет выполняться неравенство 

Следовательно, оператор  при достаточно 
большом n будет сжимающим. В силу обобщенного 
принципа сжимающих отображений [5, с. 82] суще-
ствует единственное решение уравнения (9), кото-
рое можно найти методом последовательных при-
ближений:

  

  (10)
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Если ai(t, u) ≥ 0 то (t, u)  G1 и равенство выпол-

няется по крайней мере для одной точки G1. Найдутся 
некоторые такие моменты времени  и , в общем 
случае разные для каждого продукта u, что 

   
Если 

то искомое решение в области G1 можно найти мето-
дом последовательных приближений по формуле (10). 
В противном случае на втором шаге за предысторию 
выбирается отрезок [0, t1] и аналогично предыдуще-
му система уравнений (1), (3), (5) сводится к одному 

нелинейному уравнению вида (9), в котором вместо t0 
нужно будет поставить t1, t  [t1, t2],  

Пошаговый процесс решения на отрезке [ti, tj+1], 
, продолжается до тех пор, пока не выпол-

нится неравенство tN–1 < T ≤ tN, где

   
u0 ≤ u ≤ U. 

Так как на каждом отрезке [ti, tj+1] выполняется нера-
венство

  

то при достаточно большом n оператор  будет сжи-
мающим. 

Функция ai(t, u) на [ti, tj+1] определяется из формул

где ai(t, u) ≤ tj, t  [ti, tj+1].

Функция ai(t, u) на рассматриваемом отрезке бу-
дет однозначной, если уже найденное  положительна 
на [0, tj]. А это выполняется при положительности 
mi(t, u), zi(t, u), xi(t, u), fi(t, u) и . Итак, при всех пере-
численных условиях уравнение (9) и получающе-
еся уравнение такого же типа имеет единственное 
решение в области G1 (это означает, что и система 
уравнений (1), (3), (5) имеет в указанной области 
единственное решение), которое можно найти по 
шагам методом последовательных приближений 
по схеме:

  (11)

где функции  уже найдены на предысто-
рии[0, tj] u0 ≤ u ≤ U, t  [tj, tj+1], .

Очевидно, что, отыскав функции mi(t, u) и ai(t, u), 
функцию ci(t, u) можно найти по формуле (2) и (4).

Осталось показать, что последовательность мо-
ментов времени {tj}, , достигает T за конеч-
ное число шагов.

Из уравнения (11) получаем неравенство

   (12)

где    0 ≤ τ≤ tj, u0 ≤ ν ≤ u ≤ U, 

   tj ≤ τ ≤ t ≤ tj+1, u0 ≤ ν ≤ u ≤ U,
t  [tj, tj+1], . 

Обозначив

и воспользовавшись [2], из (12) получаем следующее ограничение на функцию mi(t, u):

  (13)
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Так как функции αi(t, u; τ, ν) и mi(t, u) непрерывны, 

из неравенства (13) следует ограниченность функции 
mi(t, u) на любом конечном отрезке: А в этом случае из равенства (3) и условия 1) теоремы 

вытекает 

откуда следует, что , где

   j = 0, 1, 2, ... 

Следовательно момент T достижим за конечное число 
шагов N. Теорема доказана.

Замечание 1. С помощью введения новой пере-
менной 

, 
можно доказать справедливость теоремы 1 и для слу-
чая, когда функции zi(t, u), xi(t, u), кусочно непрерыв-
ны на G1, 0 ≤ xi, zi ≤ 1

Замечание 2. Заданная функция Pi(t, u), вообще 
говоря, не может быть произвольной. Для существо-
вания решения рассматриваемой системы уравнений 
она должна быть определенным образом ограничена 
сверху. Оценка эта (зависящая от предыстории, функ-
ции f и способа задания функции αi) может быть по-
лучена совершенно аналогично [2].

Замечание 3. Положив в условиях теоремы 1 
 получим теорему, до-

казанную в [2].

Пусть qi(t, u) – функция дисконта продуктов вто-
рого рода, т.е. qi(t, u) > 0 и убывает с ростом t на [t0, T], 
u  [u0, U] (с помощью функции дисконта учитывает-
ся, что ценность для потребителя продуктов второго 
рода со временем падает).

Поставим следующие четыре оптимизационные 
задачи взаимодействия РС (аналогичные [1, с. 64-66]). 
В условиях теоремы 1 среди всех заданных функций  

найти такие функции xi, yi, zi, λi, μi (и зависящие от них 
функции mi, ai, ci, i = 1, 2), для которых

1.  (задача кооперативного взаимодействия). 

2.  u0 ≤ u ≤ U, u0 ≤ u ≤ U (задача противобор-

ствующего взаимодействия).

3.  u0 ≤ u ≤ U (задача определения условий 

лидерства).

4.  при условии

   ,

где ,  – заданные множества значений, i = 1, 2 
(адаптационная и гомеостазисная задача или задача 
на быстродействие и на долгосрочное существова-
ние: требуется найти экстремальное значение време-
ни достижения заданной области).

Решение, например, первой оптимизационной за-
дачи можно интерпретировать как достижение рекорда 
внешней общей результирующей функции двух PCi на 
заданном временном (плановом) периоде [t0, T] за счет 
выбора наилучшего и сбалансированного распределе-
ния внешнего ресурса между двумя PCi (с помощью 
функций zi), за счет обмена PCi  готовыми продукта-
ми первого и второго рода (с помощью функций λi μi), 
а также перераспределения внутренних (с помощью 
функции yi) и внешних (с помощью функции xi) ресур-
сов системы между подсистемами Ai и Bi (в макроэконо-
мике, например, между группой производства средств 
производства и группой производства предметов потре-
бления) в каждой системе PCi с номером i = 1, 2.

Замечание 4. Взаимодействие PCi, для которого 
 и zi = zi(t) заданы, i = 1, 2, и не зависят от 

x1, y1, x2, y2, будем называть пассивным. 
Как отмечается в [10, c. 475], для любой функции 

 справедлива формула

где 

Поэтому справедливо следующее утверждение. 
Теорема 2. Для пассивного взаимодействия 

В общем случае при отсутствии внешних ресур-
сов задача максимизации выпуска продуктов второго 
рода на плановом промежутке времени [t0, T] с помо-
щью наилучшего распределения только внутренних 
ресурсов (за счет выбора функции y) была качествен-
но исследована для отдельно взятой двухпродуктовой 
РС в [1]. В некоторых частных случаях эта оптими-
зационная задача распределения только внутренних 
ресурсов (с помощью функции y) была решена ана-
литически: для РС с начальной предысторией (при 
t0 > 0 и заданных xi ≡ 0, f ≡ 0) – в [1, с. 139-155]. Более 
общая оптимизационная задача 1 распределения как 
внутренних, так и внешних ресурсов была качествен-
но исследована в [3]. Было доказано [1,3,7-9, 11-12], 
что решения оптимизационных задач качественно 
различаются в зависимости от величины глубины 
времени планирования T – t0. На основе доказанных 
теорем был сформулирован в [11] закон оптималь-
ного развития системы – закон «разумного эгоизма» 
системы, который для пассивного взаимодействия 
множества систем можно переформулировать сле-
дующим образом: для того, чтобы социум пассивно 
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взаимодействующих систем успешно функциониро-
вал (иначе – максимизировал общий выпуск внеш-
ней продукции) в течение длительного промежутка 
времени, необходимо, чтобы на начальном отрезке 
времени [t0, Θ0], t0 < Θ0 < T, каждая система PCi значи-
тельную часть всех имеющихся внутренних и внеш-
них ресурсов (отличную от минимально допустимой 
в силу соотношений модели), а в некоторых частных 
случаях и все имеющиеся ресурсы, прежде всего на-
правляла в подсистему самосовершенствования Ai 
на повышение своих потенциальных возможностей 
(увеличение своих производительностей αi и βi) и на 
саморазвитие (производство новых продуктов перво-
го рода, обеспечивающих само существование систе-
мы, повышение ее потенциальных возможностей и ее 
развитие), и лишь в конце [Θ1, T], Θ0 < Θ1 < T, пла-
нового периода времени [t0, T] существенную долю 
всех ресурсов (а иногда – все имеющиеся внутренние 
и внешние ресурсы) направляла в подсистему Bi для 
производства внешнего продукта системы – продук-
тов второго рода (при этом в подсистему Ai поступает 
минимально допустимая часть всех ресурсов). Т.о., 
для достаточно большой величины T – t0 каждая си-
стема вначале должна быть в некотором роде эгои-
стичной, и лишь в конце планового периода – альтру-
истичной. Эгоизм здесь называется «разумным», так 
как предпочтение своих личных интересов каждой 
РС интересам социума РС в данном случае является 
кажущимся, потому что оно полезно для всего социу-
ма. Если же величина времени T – t0 достаточно мала, 
то каждая система должна направлять существенную 
долю всех ресурсов (а иногда – все имеющиеся вну-
тренние и внешние ресурсы) в подсистему Bi для про-
изводства внешнего продукта системы (в этом случае 
в подсистему Ai поступает минимально допустимая 
часть всех ресурсов, т.е. в этом случае каждая система 
должна быть с самого начала альтруистичной). Отме-
тим, что для макроэкономических систем достаточно 
большой интервал времени соответствует продолжи-
тельности жизни двух и более поколений [1, с. 281]. 
Нельзя не заметить некоторое сходство (случайное 
ли?) между законом «разумного эгоизма» и основным 
коммунистическим принципом: «каждому – по по-
требностям, от каждого – по способностям». Не явля-
ется ли этот закон уточнением указанного принципа?

Замечание 5. Особый интерес для задач взаимо-
действия представляет случай активного взаимодей-
ствия, когда доля скорости поступлення внешнего 
ресурса zi в каждую из РС зависит от некоторого ка-
чества управлений . Если 

M = (m1, c1, m2, c2), Z = (z1, z2), 
то в силу того, что Z удовлетворяет условию Липши-
ца по M равномерно по t на [t0, T], можно показать, 
что доказанная теорема 1 справедлива и в этом случае 
(Zi можно находить методом простой итерации).

Выводы. Предложены интегральные модели 
активного и пассивного взаимодействия развива-
ющихся систем, доказана теорема существования 
и единственности решения системы нелинейных 
интегральных уравнений вольтерровского типа, опи-
сывающих взаимодействие континуальных развива-

ющихся систем с заданной начальной предысторией, 
поставлены некоторые задачи оптимального активно-
го и пассивного взаимодействия континуальных раз-
вивающихся систем и внешней среды. Полученные 
результаты могут быть использованы при моделиро-
вании оптимального функционирования многих ре-
альных развивающихся систем (экономических, эко-
логических, биологических и. т.д.). Для дальнейших 
исследований особенно интересен случай активного 
взаимодействия систем.
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При протекании тока в металлических прово-
дниках возможно возникновение механических 
возмущений и генерирование упругих волн. Целью 
работы является проведение исследований механи-
ческих возмущений, возникающих в цилиндриче-
ских проводниках вследствие протекания импульс-
ного разрядного тока. Экспериментальная установка 
является традиционной и представляет собой энер-
гетический накопитель [1] конденсаторного типа 
с соответствующей электродной системой. Макси-
мальная запасенная энергия в накопителе состав-
ляет W = 640 кДж, общая электрическая емкость 
равна С = 320 мкФ, индуктивность разрядного кон-
тура равна L = 7,8 мкГн, максимальное напряжение 
конденсаторов U0 = 2 кВ. Разрядный ток короткого 
замыкания достигал I = 7∙103 А. В качестве реги-
стратора импульсного возмущения использовал-
ся пьезокерамический преобразователь (ЦТС-19), 
который располагался на торце цилиндрического 
проводника из латуни размерами: Электрический 
сигнал с преобразователя подавался на двухканаль-


