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Второе уравнение в (4) имеет здесь три ве-

щественных корня, однако только один из них 

удовлетворяет условию , т.е. γ > 0. Окон-

чательно находим, что для данной системы

Таким образом, нами показан пример оценки 
коэффициентов модельного термодинамическо-
го потенциала Ландау по экспериментальным 
фазовым диаграммам (с мультикритическими 
точками), описывающимся этим потенциалом.
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В рамках теории фазовых превращений 
второго рода прогнозируется существование 
на фазовых диаграммах особых «N-фазных то-
чек» (в терминах классической термодинамики 
являющихся мультикритическими), в которых 
соприкасаются N > 3 фаз. Впервые двумерные 
фазовые диаграммы с такими точками были 

приведены Ландау [1, 2]. Эти результаты были 
позже воспроизведены при анализе различных 
типов термодинамических потенциалов [3–6].

Фазовые переходы второго рода выделяют 
в пределах одной фазы области, отличающиеся 
своими симметрийно-структурными характери-
стиками, но описываемые одним фундаменталь-
ным уравнением фазы. Для различения областей 
одной и той же фазы с различной симметрией 
вводится параметр порядка (в общем случае 
многокомпонентный), обладающий определён-
ными трансформационными (симметрийными) 
свойствами. Моделирование фазовых состоя-
ний, различающихся своими симметрийными 
свойствами, проводят с помощью феноменоло-
гического потенциала Ландау.

При нарушении строго определённых соот-
ношений между коэффициентами модельного 
термодинамического потенциала Ландау мульти-
критические точки распадаются с образованием 
обычных, изучаемых классической термодина-
микой, фазовых диаграмм. Поэтому мы полагаем, 
что диаграммы Ландау являются своеобразными 
метадиаграммами – «материнскими» диаграм-
мами, – из которых проистекает все многооб-
разие фазовых, «дочерних», диаграмм. Впервые 
явление распада мультикритической точки было 
отмечено при изучении термодинамического по-
тенциала, инвариантного относительно группы 
преобразований 3m (C3v) [6]. В [7] был разра-
ботан и применён, в том числе для потенциала 
с данной симметрией, метод построения фазовых 
диаграмм, позволяющий разделять симметрийно-
обусловленные особенности и свойства, обуслов-
ленные модельными предположениями. Позже 
были предприняты и другие попытки развития 
и конкретизации полученных результатов [8].

В данном сообщении мы кратко опишем но-
вые результаты полного анализа распада муль-
тикритической точки для термодинамического 
потенциала Ф с указанной симметрией, описы-
вающего фазовые превращения в интерметал-
лидах, пероксидах, шпинелях, гранатах и дру-
гих классах веществ.

Фазовая диаграмма с мультикритической точкой М (слева) и диаграмма, реализующаяся в случае 
одного из типов распада (справа). Сплошными жирными линиями обозначены границы устойчивости фаз, 

пунктиром – линии фазовых переходов первого рода
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Ограничим анализ феноменологическим 

потенциалом Ф шестой степени по компонентам 
параметра порядка:

где I1 и I2 – инварианты, составленные из двух 
компонент 1 и 2 параметра порядка:

Возможные типы фаз определяются типами 
решений системы (  и ) не-
обходимых условий минимума  как функции 
1 и 2 [6]:

1.  – высокосимметричная, нуль-
параметрическая фаза (I).

2.  – однопараметрические 
фазы, причём возможны два случая: 1 < 0 (фаза 
II) и 1 > 0 (фаза III).

3.  – двухпараметрическая 
фаза (IV).

Эти решения, однако, должны удовлетворять 
также и достаточным условиям минимума  
(условиям термодинамической устойчивости). 
Так, в случае фазы I они сводятся к неравенству 
α1 > 0. Для существования двухпараметриче-
ской фазы (фазы IV) необходимо и достаточно 
выполнения трёх условий:

Соответственно, на фазовой диаграмме 
в координатах «1–1» имеется три линии, огра-
ничивающие область существования двухпара-
метрической фазы: 

1) прямая I1 = 0;
2) прямая τ = 0;
3) кривая θ = 0 (вообще говоря, не непре-

рывная). 
При β1 = 0 две ветви кривой θ = 0 сходятся 

в мультикритической точке М с координатами 
α1 = β1 = 0 (рис. 1 слева) – в этой единственной 
точке касаются области устойчивости одно-
, двух- и нульпараметрической фаз. Однако 
это возможно только при γ ≥ 0. Если же γ < 0, 
то при α3 < 0 двухпараметрической фазы не 
существует, а при α3 > 0 линии θ = 0 не схо-
дятся в мультикритической точке – она рас-
падается, и ветви кривой θ = 0 обрываются на 
прямой τ = 0. Итак, общими условиями рас-
пада мультикритической точки являются не-
равенства

Можно показать, что координаты точек об-
рыва даются уравнениями 

     (1)

где

1. Если , то в соответствии с (1) ор-
дината одной из точек обрыва положительна, 
фаза IV оказывается устойчивой при α1 > 0 
и, следовательно, сосуществует с фазой I. На 
рис. 1 справа представлена соответствующая 
фазовая диаграмма со схемой линий. При силь-
но отрицательных 1 область устойчивости 
фазы IV с левой стороны ограничивается пря-
мой τ = 0 (при этом переход в эту фазу из одно-
параметрической – пунктирная линия 1 – будет 
переходом первого рода), а при положительных 
и малых по модулю отрицательных значениях 
1 – одной из ветвей кривой θ = 0 (здесь ана-
логичное превращение – пунктирная линия 2 – 
будет переходом второго рода, т.к. оно не сопро-
вождается скачком инвариантов и величины θ, 
которая для однопараметрических фаз всегда 
равна нулю). Таким образом, точка А на схеме, 
отвечающая в данном случае отрицательному 
значению α1 в (1), – трикритическая, в ней род 
фазового перехода меняется с первого на вто-
рой. Здесь имеется трёхфазная область, и три 
линии фазового равновесия сходятся в тройной 
точке, где потенциалы фаз I, III и IV одинаковы. 
В зависимости от значений коэффициентов воз-
можно появление ещё одной трёхфазной обла-
сти – «I + II + IV» – с другой тройной точкой.

2. Если a < b, то оба корня в (1) отрицатель-
ны и распад мультикритической точки не сопро-
вождается появлением области «I + IV».

3. Если a < –b, то оба корня положитель-
ны, и обе трикритические точки расположены 
в верхней полуплоскости диаграммы, так что 
всюду при α1 < 0 превращение из однопараме-
трической фазы в двухпараметрическую явля-
ется переходом второго рода.

В случае δ1 = 0 распад мультикритической 
точки, условия которого принимают вид

всегда сопровождается образованием области 
сосуществования фаз I и IV и двух трёхфаз-
ных областей «I + II + IV» и «I + III + IV». Если 
0 < α3 < 1, то на границах этих областей находят-
ся две трикритические, а внутри – две тройные 
точки, симметрично расположенные относи-
тельно оси β1 = 0.



96

ADVANCES IN CURRENT NATURAL SCIENCES    №3, 2012

SHORT REPORTS
В заключение укажем, что «материнская» 

диаграмма (рисунок, слева) реализуется в шпи-
нельных твёрдых растворах Fe1-xMnxCr2O4 [9], 
Fe1+хCr2+хO4 [10], Cu1-хNiхCr2O4 [11–13], а «до-
черние» диаграммы – в твёрдых растворах 
Fe2+Fe3+

xCr2-xO4 [14], Fe1+xV2-xO4 [15], MnTi2-xVxO4 
[16] и биметаллических системах Sn – Zr [17], 
Nb – Pd [18].

Дальнейшее развитие излагаемой теории 
будет связано с теоретическим исследованием 
распада мультикритических точек фазовых диа-
грамм, отвечающих термодинамическим фено-
менологическим потенциалам с параметрами 
порядка другой симметрии.
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Одним из наиболее эффективных катодных 
материалов для литиевых источников тока явля-
ется LiCoO2, позволяющий получать напряже-
ние 4 вольта. По сравнению с этим катодным ма-

териалом литий марганцевая шпинель LixMn2O4 
представляется еще более привлекательной, так 
как этот материал более дешевый и нетоксич-
ный [1]. Интеркаляция лития происходит при 
3 В в интервале концентраций лития 1 ≤ x ≤ 2, но 
при этом происходит значительное ухудшение 
циклируемости материала из-за структурных 
изменений (превращения кубической шпинели 
LiMn2O4 в тетрагональную Li2Mn2O4 в про-
цессах заряда и разряда), обусловленных коо-
перативным эффектом Яна-Теллера [2, 3]. Этот 
эффект наблюдается, в частности, в веществах, 
содержащих Mn(III). Тетрагональное искаже-
ние шпинели влияет на геометрию трехмерных 
путей движения ионов Li+. Поэтому, искажение 
Яна-Теллера – одна из самых важных причин, 
обусловливающих исчезновение электрохими-
ческой активности шпинели LiMn2O4 [4]. 

Кубическая литий марганцевая шпинель по-
зволяет получать и более высокое напряжение 
4 В при содержании лития 0 ≤ x ≤ 1, если она 
не претерпевает структурных изменений, оста-
ваясь при циклировании в кубической фазе [1]. 
Поэтому предпринимались многочисленные по-
пытки подавить фазовый переход и стабилизиро-
вать кубическую фазу, вводя различные добавки 
(например, M = Ni, Сu, Zn, Co, Cr, Al, Мn и др.) 
[1, 5-10 и др.]. Эти катионы могут занимать как 
тетраэдрические позиции в структуре шпинели 
(например, Zn, Mg), так и октаэдрические (напри-
мер, Co, Cr). Для некоторых составов при опре-
деленных условиях синтеза замещение катионов 
сопровождается их упорядочением. Так, напри-
мер, в шпинели LiMg0.5Mn1.5O4 рентгенострук-
турным исследованием было установлено упо-
рядочение катионов Mg и Mn в октаэдрических 
позициях, приводящее к понижению симметрии 
кристалла до P4332 [11-13]. Такой же тип упо-
рядочения катионов Ni и Mn в октаэдрических 
позициях отмечается и в шпинели LiNi0,5Mn1,5O4 
[14]. Необычное упорядочение катионов пред-
ложено для LiZn0,5Mn1,5O4 [14]. В этом веществе 
атомы Zn находятся в тетраэдрических узлах 
(круглые скобки), а Mn – в октаэдрических пози-
циях (квадратные скобки); структурная формула 
имеет вид: (Li0,5Zn0,5)[Li0.5Mn1,5]O4. 

Три схемы упорядочения катионов были 
предложены в предыдущих работах для шпи-
нели LiZn0,5Mn1,5O4 [1]. В зависимости от усло-
вий получения образцов неупорядоченная шпи-
нельная фаза с пространственной симметрией 
Fd3m наблюдалась в материалах, полученных 
при 750 °C, упорядоченная структура с энантио-
морфными пространственными группами P4332 
и P4132 наблюдалась в материалах, полученных 
при 600 °C и структура с катионным порядком 
в тетраэдрических и октаэдрических позициях 
и пространственной группой P213 наблюдалась 
в медленно охлажденных материалах. Именно 
эта структура является равновесной и изучается 
в данной работе. 


