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Построение разрешающих уравнений МКЭ для 
решения задач механики деформируемых сред ба-
зируется на соответствующих вариационных прин-
ципах и вытекает из задачи оптимизации некоторой 
интегральной величины (функционала).

 J = NД + NМ + NВ, 
где NД – работа или мощность внутренних сил, – ра-
бота или мощность, развиваемая массовыми силами, 
NВ – работа или мощность внешних сил.

Простейшим элементом, применяемым для реше-
ния осесимметричной задачи механики деформируе-
мого твердого тела, является тороидальный элемент 
с тремя узлами, расположенными в вершинах треу-
гольного сечения (рис. 1).

Рис. 1. Конечный элемент в задаче 
осесимметричной деформации

Произвольная точка элемента получает переме-
щения ur и uz в направлении осей r и z. Поэтому ма-
трица u имеет вид:

Деформированное состояние в любой точке тела 
описывается тензором малых деформаций Коши:

Вектор напряжений  имеет вид:

В пределах упругости связь между приращения-
ми напряжений и деформаций выражается законом 
Гука. Согласно ему компоненты приращений дефор-
маций являются линейными функциями приращений 
напряжений.

Для учета влияния истории деформирования для 
простого нагружения, примем за меру повреждений 
 выражение:

где ei – степень деформации к рассматриваемому мо-
менту, ep – предельная деформация, определяемая по 
диаграмме пластичности. 

Добавление в конечно-элементную модель крите-
рия деформируемости позволило проводить контроль 
разрушения заготовки во время моделирования тех-
нологической операции радиального обжатия, а так-
же прогнозировать состояние готового изделия.

Для оценки работоспособности математической 
модели и программного комплекса была решена за-
дача об осадке цилиндрического образца, диаметром 
20 мм., начальной высотой 20 мм из стали У10А. При 
исследовании процесса осадки рассматривали часть 
меридионального сечения осесимметричной заго-
товки, которую разбивали на 8 конечных элементов в 
виде треугольной сетки. Схема осаживаемой заготов-
ки с нанесенной на ней сеткой конечных элементов 
представлена на рис. 2.

Рис. 2. Схема процесса

При решении задачи на узлы накладывался ряд 
граничных условий, определяющих возможность их 
перемещения в различных направлениях.

Деформирующая нагрузка задавалась в виде пе-
ремещения, которое составляло 50 % от начальной 
высоты заготовки. Результаты анализа представлены 
в виде графиков, отражающих картину распределе-
ние напряжений и деформаций по сечению образца.

Рис. 3. Интенсивность напряжений

Так в случае осесимметричной осадки существу-
ет одно ненулевое напряжение, которое совпадает с 
интенсивностью напряжений, что и было проиллю-
стрировано на рис. 3.

График изменения интенсивности деформаций 
для конечного элемента №2 приведен на рис. 4. Он 
носит возрастающий характер, что соответствует су-
ществу процесса одноосного сжатия, и достигает на 
последнем шаге счета значения 70 %. Аналогичные 
графики получаются также для всех 8 элементов, 
составляющих конечно-элементную сетку. Данный 
факт подтверждает вывод об однородности интенсив-
ности деформаций по сечению образца.
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Рис. 4. Интенсивность деформаций

На рис. 5 показана диаграмма пластичности ста-
ли У10А (кривая 1) и траектория нагружения образ-
ца (кривая 2), из которого следует, что материал не 
достиг предельной степени деформации и значение 
критерия разрушения  = 0,65.

Рис. 5. Диаграмма пластичности

Изменение усилия в процессе нагружения пока-
зано на рис. 6.

Рис. 6. Усилие процесса осадки

В целом, можно сделать вывод, что резуль-
таты анализа, произведенного с помощью про-
граммы на основе МКЭ, корректны и имеют 
хорошую сходимость с известными эксперименталь-
ными и расчетными данными для случая одноосного 
сжатия.
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Спектральный анализ линейных операторов име-
ет целый ряд важных применений в классической 
механике (особенно теории колебаний), электродина-
мике, квантовой механике, дифференциальных и ин-
тегральных уравнений и других областях математики 
и математической физики. 

Пусть функция f() пределена на спектре квадрат-
ной матрицы А, 

 – минималь-
ный многочлен А. 

Тогда спектральное разложение матрицы f(A) 
имеет вид 

 (1)
В данной работе рассмотрим построение спек-

трального разложения матрицы 

и его применения к вычислению функций от матриц, 
решение систем линейных однородных дифференци-
альных уравнений (ОДУ).

Найдем минимальный многочлен матрицы А – по-
следний инвариантный множитель матрицы (A – E):

 – характеристический мно-
гочлен. 

Следовательно, НОД миноров 3 порядка:

.
Найдем делители всех миноров 2-го порядка ма-

трицы А: 

Т.к. данные миноры 2-го порядка взаимно про-
стые, то d2() = 1. 

Следовательно, минимальный многочлен 

По формуле (1) для любой функции f(), опреде-
ленной на спектре матрицы А, имеем
 

Полагая в этом разложении поочередно 
f(  ;    f(  ( ‒  f(  ( ‒ , 

приходим к системе матричных уравнений 

из которой находим компоненты Z11, Z12, Z21.
Таким образом, спектральное разложение матри-

цы А примет вид: 

  (2)


