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MATERIALS OF CONFERENCE
Эта окружность в точке Р касается общей норма-

ли к центроидам n-n, прямые О1Р и О2Р взаимно пер-
пендикулярны (рис. 1).

Выражение скорости для произвольной точки 
подвижной плоскости в виде 

Отсюда касательное ускорение точки

или 
.

Принимая w = 0, получим Г = К, где 

.
Таким образом, при Г = К точки, лежащие на 

окружности, имеют касательные ускорения, равные 
нулю. Полученная окружность в кинематике имеет 
название «окружность перемены», а круг, ограничен-
ный ею, – круг «перемены», или «круг Брессе».

Если Г ≠ К, то эту окружность называют «услов-
ной окружностью перемены».

При В = ∞ круг Брессе стягивается в точку Р, а 
при В = 0 вырождается в прямую, совпадающую с 
общей нормалью к центроидам n-n.

Геометрическое место центров окружности для 
последовательных положений плоскости, опреде-
ляемое соотношениями, в общем случае называется 
«условной центрисой перемены», а при выполнении 
условия Г = К – «центрисой перемены».

Свойства круга Брессе.
Свойство 1. Отношение радиусов кривизны круга 

Брессе и круга Лагира не зависит от значения  и равно

При этом, если вр < 0, то центр круга Брессе ле-
жит на положительной полуоси общей касательной к 
центроидам –, а если вр > 0, то на отрицательном.

Таким образом, центр круга Брессе всегда нахо-
дится на общей касательной к центроидам. 

Свойство 2. Окружность перемены, для точек ко-
торой Г = К, разделяет подвижную плоскость на об-
ласти по признаку знака разности Г-К. В кинематике 
это области положительных или отрицательных каса-
тельных ускорений.

Свойство 3. В общем случае любая близлежащая 
к окружности перемены точка подвижной плоскости 
в произвольном ее положении входит в круг Брессе и 
выходит из него под острым углом.
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В задачах по определению геометрических пара-
метров плоского движения твердого тела обычно ис-
пользуются известные кинематические соотношения, 
содержащие параметр времени. Вместе с тем, эти за-
дачи могут быть выделены в самостоятельную груп-
пу. Их решения можно получить на основе соотноше-
ний между перемещениями, рассматривая движение 
тела с подвижной системой координат uOv относи-
тельно неподвижной системы xOy (рисунок). 

Основной геометрической формой задания дви-
жения плоскости uOv будем считать 

xA = xA(sA);
yA = yA(sA);
A = A(sA),

где sA – путь полюса A (xA, yA),  – угол поворота тела.
Покажем необходимые соотношения.
Радиус кривизны траектории точки А

Координаты центра кривизны траектории точки А 

Мгновенный центр вращения P (МЦВ) находится 
на прямой OAA – нормали к траектории точки A.

Расстояние AP (мгновенны радиус точки А) 

. 
Координаты точки P в неподвижной системе xOy 

(уравнение неподвижной центроиды НЦ)

,    . 

Точка P подвижной плоскости совпадает с точкой 
P. Ее перемещение равно нулю. Назовем её мгновен-
ным центром перемещений (МЦП). Она соответству-
ет понятию мгновенного центра скоростей (МЦС). 
Координаты точки P в системе  (подвижная центро-
ида ПЦ) 
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Радиус кривизны НЦ 

. 
Координаты центра кривизны НЦ (ее эволюты в 

системе xOy)

Радиус кривизны ПЦ 

. 
Координаты центра кривизны ПЦ (ее эволюты в 

системе uOv)

Установлены соотношения для произвольной точ-
ки В (uв, vв). Если заданы AB = l и угол , то координа-
ты точки В в неподвижной системе 

, 
. 

Радиус кривизны и координаты центра кривизны 
ее траектории 

Рассмотрены особенности, вытекающие из соот-
ношения между величинами  и .

Введены понятия коэффициентов поворота в точ-
ках A и B в заданном направлении. Коэффициенты по-
ворота в точках 

, 
. 

Коэффициент поворота плоскости 

.
Приведем другие способы задания плоского дви-

жения тела.
1. Траектория двух точек плоскости.
2. Траектория точки и коэффициент поворота в 

ней.
3. Траектория одной точки и коэффициент пово-

рота в другой.
4. Траектория точки и уравнение неподвижной 

центро иды.
5. Траектория точки и уравнение подвижной 

центрои ды.
6. Траектория точки и коэффициент поворота 

плоскости.
7. Коэффициенты поворота в двух точках.
8. Коэффициент поворота в точке и коэффициент 

пово рота плоскости.
9. Коэффициент поворота в точке и уравнение 

непод вижной центроиды.
10. Коэффициент поворота в точке и уравнение 

подвиж ной центроиды.
11. Уравнение неподвижной центроиды и коэф-

фициент поворота плоскости.
12. Уравнение подвижной центроиды и коэффи-

циент поворота плоскости.
13. Уравнения подвижной и неподвижной центроид.
Эти способы охватывают широкий круг задач и 

могут найти практическое применение при их ре-
шении.
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При изучении плоского движения твёрдого тела 
используется понятие мгновенного 

центра скоростей – МЦС. Вместе с тем, не при-
влекая параметра времени, можно определить поня-
тие мгновенного центра перемещений, предшеству-
ющее по смыслу понятию МЦС, которое расширяет 
возможности инженерных исследований.

Исследуем точки плоскости с системой координат 
uOv, движущейся относительно неподвижной систе-
мы xOy, когда задана траектория полюса А и угол по-
ворота плоскости в зависимости от пути полюса

yA = yA(xA);
A = A(sA).

Формулы перехода между координатами:
от xOy к uOv

u = uA + (x – xA)cos + (y – yA)sin;
v = vA + (x – xA)sin + (y – yA)cos;

от uOv к xOy 

x = xA + (u – uA)cos – (v – vA)sin;
y = yA + (u – uA)sin – (v – vA)cos.

Производные 

Производные перемещений произвольной точки 
по перемещению точки А связаны соотношением

Положим, , тогда , .
Этот признак определяет единственную точку 

подвижной плоскости P, перемещение которой при 
d  0 равно нулю. Назовем ее мгновенным центром 
перемещений (МЦП). Она соответствует известному 
в кинематике понятию мгновенного центра скоростей 
(МЦС). Точка P неподвижной плоскости, совпадаю-
щая с точкой P, является мгновенным центром вра-
щения (МЦВ).

Координаты МЦВ

   
где

   
Геометрическое место мгновенных центров вра-

щения на неподвижной плоскости для последова-
тельных положений подвижной плоскости является 
неподвижной центроидой (НЦ) (рисунок).

Координаты точки МЦП в подвижной системе uOv 

Геометрическое место МЦП на подвижной пло-
скости является подвижной центроидой (ПЦ).

Отметим следующее.
а) Если dsA  0 (sA  ), d  0 (общий случай), то 

точка Р имеет отображение на неподвижной (МЦВ) и 


