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МАТЕРИАЛЫ КОНФЕРЕНЦИИ
нении кривой деформационного упрочнения 
при статическом нагружении и повышению 
равномерности процесса пластического де-
формирования, обусловливает снижение чув-
ствительности металлических материалов к 
воздействию коррозионной среды и вызывает 
повышение их сопротивления коррозионно-
усталостному разрушению. Таким образом, 
для того, чтобы оценить целесообразность той 
или иной технологической обработки с целью 
повышения сопротивления коррозионной уста-

лости различных металлических материалов 
необходимо проследить ее влияние на величи-
ну показателя деформационного упрочнения 
при статическом растяжении.
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1. Введение
Под сплошной средой (пренебрегая её дис-

кретным атомно-молекулярным строением) пони-
мается практически вся окружающая нас среда.

Под прямыми задачами механики сплош-
ной среды понимаются определение возмуще-
ний сплошной среды: перемещений, напряже-
ний, деформаций, скоростей деформаций, наэ-
лектризованность, намагниченность и т.п. под 
действием приложенных сил. 

Под обратными задачами механики сплош-
ной среды понимаются задачи определения 
структуры среды и действующих на неё сил по 
измеряемым, известным возмущениям сплош-
ной среды.

Обратными задачами механики сплошных 
сред начали заниматься в 30-х годах прошлого 
столетия в связи с потребностью поиска полез-
ных ископаемых и необходимостью неразруша-
ющего контроля: определения работоспособно-
сти зданий, мостов и сооружений по измеряе-
мым механическим величинам на доступной ча-
сти сооружений. 

Бурный рост теоретических исследований 
обратных задач и научно-технических разрабо-
ток по их практическому приложению начался с 
середины 50-х годов прошлого столетия и про-
должается по настоящее время.

Исследованию обратных задач посвящено 
большое количество статей, монографий и жур-
налов. 

По этим вопросам проводятся многочис-
ленные международные конференции. Так, в 
апреле 2010 года в Китае прошла конференция 
по обратным задачам, в начале июня 2010 года 
прошла конференция в Турции, с 26 июня по 
16 июля 2010 года проведена летняя школа в 

Вашингтоне. Полный перечень конференций по 
обратным задачам можно найти в Интернете.

В России бесспорным лидером по исследо-
ванию обратных задач (как в теоретическом пла-
не, так и в плане практического использования) 
является Романов Владимир Гаврилович (г. Но-
восибирск).

Обратными задачами по океанологии в Ро-
стовском государственном университете нача-
ли заниматься с 1982 г. в рамках хозяйственного 
договора с Морским Гидрофизическим Инсти-
тутом (МГИ НАН Украины, г. Севастополь).

В связи с тем, что в НАН Украины под ру-
ководством академика Нелепо Б.А. стали ис-
пользовать Искусственные Спутники Земли 
(ИСЗ) по наблюдению за проявлением внутрен-
них волн на поверхности океана, стало возмож-
ным по этим проявлениям изучать внутреннюю 
структуру океана и распределение плотности по 
его глубине.

Мировой океан разбит на пятиградусные 
квадраты Марсдена и в каждом из них научны-
ми экспедициями в рамках ЮНЕСКО проведе-
ны исследования фонового распределения плот-
ности океана. Результаты этих исследований 
хранятся в Международных Центрах Данных 
(МЦД) (один из них находится в России, в горо-
де Обнинске).

При очередном наблюдении с ИСЗ по прояв-
ляемым на свободной поверхности фазовым ха-
рактеристикам внутренних волн определяются 
аномалии распределения плотности в толще оке-
ана. Такие аномалии в распределении плотности 
могут создавать затонувшие суда, батискафы, ко-
сяки рыб, подлодки, аквалангисты и т.д.

2. История вопроса
Математически рассматриваемые обратные 

задачи сводятся к определению переменного 
коэффициента в дифференциальном операторе 
Штурма-Лиувилля по собственным числам это-
го оператора [1].
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Первый существенный результат в дан-

ном направлении, по-видимому, был получен 
в 1929 г. В.А. Амбарцумяном. Он показал, что 
в общем случае без каких-либо условий опера-
тор Штурма – Лиувилля определяется неодно-
значно. В качестве одного из вариантов допол-
нительных условий он предложил использовать 
два спектра задачи Штурма – Лиувилля при раз-
личных граничных условиях. Затем Борг (1946) 
выполнил первое систематическое исследова-
ние обратной задачи для оператора Штурма – 
Лиувилля. Он показал, что в общем случае опе-
ратор Штурма-Лиувилля определяется по двум 
спектрам (при различных граничных услови-
ях). Дальнейшие существенные успехи в тео-
рии обратных задач были достигнуты: Л.А. Чу-
довым (1949), В.А. Марченко (1952), М.Г. Крей-
ном (1951), И.М. Гельфандом, Б.М. Левитаном 
(1951), М.Г. Гасымовым (1964), А.Н. Тихоновым 
(1963). Обзор теоретических работ по обратным 
задачам Штурма – Лиувилля приведен в [1]. 

В работе [2] указаны научно-технические 
методы определения структуры сред при их дис-
танционном зондировании.

 Изучение толщи океана из космоса начало 
проводиться в Морском гидрофизическом ин-
ституте АН Украины под руководством акаде-
мика Нелепо Б.А. в конце 70-х годов прошло-
го столетия. В монографии [3] обобщены итоги 
важнейших исследований в этом направлении. 

Реализация различных методов решения 
прямых и обратных спектральных задач волно-
вых движений неоднородной жидкости в Миро-
вом океане проведена в работе [4].

3. Океанологическая постановка задачи 
определения структуры Мирового океана

Ставится задача: по фазовым характеристи-
кам внутренних волн, проявляемым на свобод-
ной поверхности, определить распределение 
плотности в толще океана для конкретного рай-
она Мирового океана [4]. Решение этой задачи 
проведем на основе общепринятой океанологи-
ческой постановки задачи о свободных внутрен-
них волнах во вращающейся системе координат 
(системе координат, связанной с поверхностью 
Земли) [5]:

0 0,dV fz V P gz
dt

⎛ ⎞
ρ + × = −∇ + ρ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 0,div V = ( ) 0;d div V

dt
+ =

ρ ρ (1)

(2)

(3)

(4)

Здесь V  – вектор скорости в декартовой си-
стеме координат; P – отклонение гидродинамиче-
ского давления от равновесного; 2 sinf = Ω ϕ  – 
параметр Кориолиса (Ω – угловая скорость вра-
щения Земли, φ – широта), P, ρ – отклонения 
давления и плотности жидкости от равновесных 

P0, ρ0, g – ускорение свободного падения, 0z  − 
орт, направленный по оси z (против силы тяже-
сти вертикально вверх). 

На дне constz H= − =  выполняется усло-
вие непротекания, на свободной поверхности 
океана выполняются кинематические и динами-
ческие граничные условия:

0,z z HV
=−

= ,z z
dV
dt=ζ
ζ

= ( ), , , 0.zP x y z t =ζ =

Далее система (1) и граничные условия (2) лине-
аризируются и решение ищется в виде бегущих волн:

здесь k1, k2 – волновые числа, ω – частота коле-
баний по времени.

{ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }{ 1 2, , , , , } , , , , , exp ( ),x y zV V V P U z V z W z P z R z Z i k x k y tρ ζ = + − ω

После преобразований рассматриваемая 
задача сводится к спектральной задаче отно-

сительно амплитудной функции вертикальной 
компоненты скорости частиц жидкости. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2 2 0,

z z
W z W z k W z

g f
μ μ − ω

′′ ′− + =
ω −

( ) ( )
2

2 20 0 ,gkW W
f

′ =
ω −

( ) 0;W H− = ( )0 0,W = ( ) 0.W H− =(А): (В):
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(7)

(6)

(5)

Здесь 2 2 2
1 2 ,k k k= +  W(z) – амплитудная 

функция вертикальной компоненты скорости 
частиц жидкости, μ(z) − квадрат частоты плаву-
чести (частоты Вяйсяля-Брента),

( ) 0 0 ,z g ′μ = − ρ ρ

( )( )5 2
0 1 10 2815,2 7,35 0,469 80,2 0,2 35 .T T T S− ⎡ ⎤ρ = + − − + − −⎣ ⎦

Входящие в (5) величины T и S представля-
ют собой температуру и солёность, определяе-
мые на основе натурных измерений [4].

Условия (А) являются полными краевыми 
условиями и не отделяют поверхностные волны 
от внутренних. Условия (В) соответствуют при-
ближению «твердой крышки» и осуществляют 
фильтрацию внутренних волн от поверхностных. 

В прямой спектральной задаче по функции 
μ(z), вычисленной на основе обработки экспе-
риментальных данных для T и S, строятся зави-
симости ω(k) (дисперсионные кривые) для фо-
новых колебаний изучаемого района Мирового 
океана. 

В обратной спектральной задаче для вну-
тренних волн по известным дисперсионным 
зависимостям ω(k) восстанавливается функция 
μ(z). Найденная на основе решения обратной за-
дачи функция μ(z) сравнивается с фоновым рас-
пределением частоты плавучести (частоты Вяй-
сяля-Брента) и по её отклонениям от фоновой 
определяются возмущения плотности в данном 
районе океана. 

4. Методы решения обратных спектральных 
задач механики сплошных сред [4, 6-8, 11].

В [4] предложены как прямые численные 
методы решения обратных океанологических 
задач, так и асимптотические. А именно, исполь-
зуются ВКБ-асимптотики, метод сращиваемых 
асимптотических разложений, асимптотический 
метод при наличие точек поворота. В асимпто-
тических методах для прямой задачи строятся в 
аналитическом виде законы дисперсии. На ос-
нове этих аналитических зависимостей опреде-

ляется характер неоднородности среды, так же в 
аналитическом виде, что позволяет исследовать 
зависимость точности решения обратной задачи 
от точности входной (измеряемой) информации. 

В [4] приведено сведение исходной спек-
тральной задачи к отысканию собственных чи-
сел интегрального уравнения с симметричным, 
положительно определённым ядром.

С помощью теоремы Мерсера о первом сле-
де интегрального уравнения найдена аналити-
ческая зависимость неоднородности среды от 
собственных чисел. 

Изложенные в [4] методы решения обрат-
ных спектральных задач волновых движений 
стратифицированного Мирового океана приме-
нимы и для решения обратных задач в других 
областях механики сплошных сред [6–8, 11].

В частности, рассмотрим задачу об опре-
делении неоднородности упругого слоя по 
резонансным частотам его антиплоских коле-
баний. 

5. Определение плотности упругого слоя 
по резонансным частотам

антиплоских колебаний [6]
Рассмотрим упругий слой толщины 

Н = const, закрепленный на обеих границах z = 0 
и z = H и простирающийся до бесконечности по 
горизонтальным направлениям, начало коорди-
нат берется на нижнем основании слоя, ось z 
направлена вертикально вверх, оси x, y − гори-
зонтально.

В общем случае краевая задача состоит из 
основных уравнений теории упругости, записан-
ных в перемещениях, и граничных условий [9]:

( )
2

2
2

,
1

grad
1 2

F u
u

G G t
ρ ∂

∇ + θ + =
− σ ∂

� �
�

где  ;div uθ =
�

 (x, y, z) – декартова система коор-
динат; ( ), ,x y zu u u u=

�  – вектор перемещений; 

( ), ,x y zF F F F=
�

– объемная сила; G = const – 

модуль сдвига, σ – коэффициент Пуассона, 
ρ(z) – плотность материала.

Предположим, что выполняются следую-
щие условия:

0
0,y z

u
=

= 0,y z H
u

=
=

0,F ≡
�

0,xu ≡ 0,zu ≡ 0.u
y

∂
≡

∂

�
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Тогда получим, что первое и третье уравне-

ние системы (6) удовлетворяются тождествен-
но, а второе уравнение и соответствующее ему 
граничное условие примут следующий вид: 

( )2 2 2

2 2 2 ,y y yu u uz
Gx z t

∂ ∂ ∂ρ
+ =

∂ ∂ ∂ 0
0,y z

u
=

= 0.y z H
u

=
= (8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

Ищем решение задачи о свободных анти-
плоских колебаниях в виде бегущих волн: 

где ω – частота колебаний, 
k − волновое число. 

( ) ,y
i t ikzu W z e ω −=

Обозначая ρ(z)/G через μ(z), получим крае-
вую задачу:

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2  0,   0 0,   0.W z z k W W W H′′ + μ ω − = = =

6. Определение физических и геометрических 
неоднородностей упругого стержня 
по резонансным частотам при его 

продольных, или крутильных колебаниях

Рассмотрим задачу о продольных колебани-
ях стержня с переменным сечением [10].

Здесь ( , )u u x t=  – продольное смещение 
точек стержня; 

2

2 .u um EF
t x x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

( )m m x=  – масса единицы длины стержня, 
m F= ρ ; ( )xρ = ρ  – распределенная вдоль 
стержня плотность материала; ( )E E x=  – мо-

дуль Юнга; ( )F F x=  – площадь поперечного 
сечения.

Ищем решение, периодическое по времени

( , ) ( ) .i tu x t U x e= ω

Тогда для амплитудной функции U(x) име-
ем уравнение

2( ) 0.EF mU U U
EF EF

′
′′ ′+ + =ω

0 const,m =  0 0
2
0

1 .m
EF Ec

ρ
= =  Здесь c = с(x) – 

местная скорость звука для произвольной плот-
ности ρ(x) и произвольном модуле Юнга E(x);  
c0 = с(x) – местная скорость звука для постоян-

ной плотности 0 constρ =  и произвольном модуле 
Юнга E(x); m1(x) – отклонение массы от постоян-
ной; ρ0(x) – отклонение плотности от постоянной.

При помощи замены:

1exp .
2

yU y dx
′⎛ ⎞ψ

= − =⎜ ⎟ψ ψ⎝ ⎠
∫

Сведём уравнение (12) к виду:

2 2 2
1

2 2
( ) 1 0.

24
y y

Ec
⎛ ⎞′ ′′ω ω ρ ψ ψ′′ + + + − =⎜ ⎟ψψ⎝ ⎠

Введем обозначения: ,EF = ψ  

2
1 ,m

EF E c
ρ

= =  0 1( ),m m m x= +  1 1 ,m F= ρ  
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(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(14)

Граничные условия возьмём в виде

(0) 0,y = ( ) 0.y l =

Здесь l является длиной стержня. 
Сделав замену x l= ξ , из выражений 

(13), (14) выводим краевую задачу для 
( ) ( ) ( )y x y l f= ξ = ξ :

22 2 2
2 1

2
0

1 1 0,
4 2

l l Ff f
EFc

⎛ ⎞′ ′′⎛ ⎞ω ρ ψ ψ′′ ⎜ ⎟+ + ω + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ψ ψ⎝ ⎠⎝ ⎠

( ) ( ) ( ),x lψ = ψ ξ = η ξ (1) 0.f =(0) 0,f =

Рассмотрим частный случай constE = .

Обозначив 
2 2

2
2
0

,l
c

ω
= Ω  1

0
( ),ρ

= ϕ ξ
ρ

 

2
1 1 ( ),
4 2

′ ′′⎛ ⎞ψ ψ
− = μ ξ⎜ ⎟ψ ψ⎝ ⎠

 выпишем окончатель-

ную краевую задачу для функции f .

( )2 2 ( ) ( ) 0,f f′′ + Ω + Ω ϕ ξ + μ ξ =

(1) 0.f =(0) 0,f =

В случае крутильных колебаний упруго-
го стержня дифференциальное уравнение для 
угла закручивания имеет тот же вид, что и для 
продольных колебаний (10). Поэтому геометри-
ческая и физическая неоднородности стержня 
определяются по резонансным частотам кру-
тильных колебаний стержня, так же, как и по ре-
зонансным частотам продольных колебаний [7].

7. Определение физической 
и геометрической неоднородности 
стержня по резонансным частотам 

его изгибных колебаний [8, 11]
В линейной постановке рассмотрим зада-

чу об изгибных колебаниях шарнирно опер-
того стержня, продольно нагруженного силой 
p(x) [10]:

2 2 2 2

2 2 2 2( ) ( , ).f MEJ pf q x t
x x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2

2 .fEJ pf M
x

∂
= − +

∂

здесь f – прогиб стержня; E = E(x) – модуль Юнга; 
J = J(x) – момент инерции поперечного сечения 
относительно нейтральной оси; M – изгибающий 
момент относительно главной центральной оси 

за счет других сил, помимо продольных p(x). Ось 
Ox направлена вдоль оси стержня.

Продифференцировав уравнение (17) дваж-
ды по x, получим [10]:

здесь q(x, t) – распределенная нагрузка, действу-
ющая на стержень. При отсутствии внешней ак-
тивной распределенной нагрузки силы инерции 

2

2
fF

t
∂

−ρ
∂

 являются распределенной нагруз-

кой [10]. Здесь ( )xρ = ρ  – плотность материа-
ла; ( )F F x=  – площадь поперечного сечения 
стержня; t – время.

Тогда из (17) следует:

2 2 2 2

2 2 2 2( ) .f fEJ pf F
x x x t

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ = −ρ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
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Граничные условия при шарнирном опира- нии имеют вид [10]:

2

2
0

0,
x

f
x

=

∂
=

∂
( ) 0,f l =

2

2 0.
x l

f
x

=

∂
=

∂
(0) 0,f = (20)

(21)

(22)

Начало координат взято на левом конце балки. Решение уравнения (19) ищем в виде:

( , ) ( ) .i tf x t y x e ω=

Тогда для функции y(x) получаем следую- щую краевую задачу [10]:

2 2 2
2

2 2 2( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ,d d y dE x J x p x y x F x y
dx dx dx

⎛ ⎞
+ = ρ ω⎜ ⎟

⎝ ⎠

(0) 0,y = (0) 0,y′′ = ( ) 0,y l = ( ) 0.y l′′ =

Числа { }jω , i = 1, 2, …, доставляющие не-
нулевое решение однородной краевой задаче 
(22) и будут резонансными частотами изгибных 
колебаний неоднородного стержня. В общем 
случае неоднородность стержня обуславливает-
ся геометрической неоднородностью (J(x), F(x)), 
физической (E(x), ρ(x)), и неоднородностью про-
дольной силы p(x).

Теми же методами, которые предложены 
при решении обратной спектральной океаноло-
гической задачи, решаются обратные спектраль-
ные задачи (9), (16), (22). А именно, по извест-
ным резонансным частотам  восстанавливаются 
физические и геометрические неоднородности 
упругих сред.
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