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Рассмотрен вариант синхронного деления клеток. Предложены кинетические 

уравнения, описывающие рост, размножение и гибель микроорганизмов с учетом как 

естественной смертности, так и внутривидовой борьбы. Рассматривается квазиста-

ционарный метод решения уравнения для определения плотности функции распре-

деления микроорганизмов по возрастам. Предложен явный вид коэффициента диф-

фузии в пространстве масс. Получено аналитическое решение в квазистационарном 

приближении для плотности функции распределения микроорганизмов по возрастам 

для случая, когда рост клетки пропорционален ее массе (объему).

Ключевые слова: синхронное деление, внутривидовая борьба, квазистационар-

ное приближение, функция распределения.

В настоящее время проблему, связан-

ную с процессом роста, размножения и ги-

бели микроорганизмов, целесообразно раз-

делить на микрокинетическую и макроки-

нетическую. Микрокинетическая модель 

должна изучать рост, способ размножения 

и гибель отдельной изолированной клетки в 

зависимости от ее физиологического состо-

яния, компонентов субстрата в ближайшем 

окружении клетки и скорости метаболизма 

в целях определения вероятности элемен-

тарных актов процесса роста, деления и ги-

бели микроорганизма за единицу времени в 

заданном объеме системы.

В круг задач макроскопической моде-

ли следует включать вывод, исследование и 

разработку математических методов реше-

ния кинетических уравнений, описываю-

щих эволюцию функции распределения по-

пуляции по массам (объемам) при заданном 

законе роста, размножения и гибели отдель-

ной клетки.

Уравнения микрокинетики роста 

клетки имеют следующий вид:JK L K M LN O P O Q O RN P
µ= =

− когда процесс микробиологическо-

го синтеза лимитируется биохимическими 

превращениями внутри клетки (Варфоло-

меев, Гуревич, 1999); SK L K L K M LN O T P P Q O RN P
β ψ= =

− если процесс микробиологического 

синтеза лимитируется диффузион ным пере-

носом питательных веществ к поверхности 

клетки.

Здесь m
0
 ≤ m(t) ≤ 2m

0
, 0 ≤ t ≤ t

g
,

 
MUV WX Rµ

µ =
+

 ψ(t) = ψ (C), 

m(t) — масса отдельной клетки в мо-

мент времени t (m — детерминированная 

величина); t = t
g
 — время генерации (деле-
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ния клетки); т

0
 — масса клетки в момент 

времени t = 0; U(m, С) — скорость роста 

клетки; С — концентрация субстрата; µ
0
 и 

К
с
 — постоянные величины; β — коэффи-

циент массообмена; YZ[ \β =  где D
M
 — ко-

эффициент молекулярной диффузии, зави-

сящий от температуры культуральной жид-

кости, d — толщина «пограничной пленки», 

зависящая от гидродинамической обстанов-

ки в окрестности клетки; S(t) — площадь 

внешней поверхности клетки в момент вре-

мени t. Предполагается, что при m(t) = 2m
0
 

происходит деление клетки на две дочер-

ние.

Синхронное деление клеток. Соглас-

но Дж. Бейли и Д. Оллису (1989) на ограни-

ченном отрезке времени можно создать та-

кие условия в системе, когда все клетки бу-

дут делиться синхронно. В этом случае при ] ^ ] ^\ _ ` _ `\ `
µ=  имеют место следующие зако-

номерности:

μ(t) =m
0
2τ, τ < 1;ab ] ^ Yc d e f ` \ `

τ µ= ∫  N(t) = N
0
2E(τ), M(t) = M

0
2τ, 

τ ≥ 0,

где 1. M(t) и N(t) — масса и число 

клеток микроорганизмов в момент времени 

t>0 в единице объема системы M
0
 = M(0), 

N
0
 =N(0), Е(τ ) — целая часть от τ, равная 

наибольшему целому числу, не превосходя-

щему τ. Так, Е(τ ) = 0 при 0<τ <1; Е(τ ) = 1 

при τ = 1 + 0 и Е(τ ) = 0 при τ = l –0). Оче-

видно, что M(t)/N(t) = x(t) = m
0
2τ -Е(τ ) — пе-

риодическая функция t с периодом Т = 1. 

Однако если, например, материнская клет-

ка растет по закону a\ _ g\ ` = , где и
0
 — посто-

янная величина, то 

m(t) = m
0
(1+τ

1
), τ

1
<1, 

τ
1
=t/τ

0
 τ

0
=m

0
/u

0
, h bc d eτ τ= ,

x(t) = m
0
[1+τ

1
 — E(τ

1
)], N(t) = N

0
2E(τ),

M(t) = x(t)N(t), τ >0. 

По мере роста популяции ступен-2. 

чатая зависимость числа клеток нарушает-

ся, что обусловлено стохастической природой 

роста и размножения микроорганизмов. Бо-

лее того, как правило, популяция микроорга-

низмов состоит из громадного числа клеток, 

асинхронно делящихся и растущих с некото-

рыми индивидуальными скоростями в соот-

ветствии с их возрастом, со случайным изме-

нением концентрации компонентов и мета-

болизма в ближайшем окружении отдельной 

клетки, каждая из которых представляет со-

бой миниатюрный биореактор переменного 

объема, в котором непрерывно перерабатыва-

ются питательные вещества и синтезируются 

новые необходимые для жизнедеятельности 

микроорганизма.

Уравнения макрокинетики. При по-

строении математической модели рассма-

триваемого процесса проблемами перво-

очередной важности являются выявление 

общих закономерностей и разработка ма-

тематических методов описания эволюци-

онных процессов, связанных с ростом, раз-

множением и гибелью микроорганизмов в 

пространственно-однородных и неоднород-

ных дисперсных системах, на основании 

единого логического подхода. Но в общем 
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случае математическое описание процесса 

формирования спектра масс микроорганиз-

мов в дисперсной среде чрезвычайно слож-

ная задача. Однако если столь сложный про-

цесс рассматривать как совокупность таких 

менее сложных («элементарных») процес-

сов, участвующих в формировании спектра 

масс микроорганизмов, как непрерывный 

рост, размножение клеток, гидродинамиче-

ская обстановка в системе и др., то для ма-

тематического описания сложного процес-

са целесообразно использовать принцип су-

перпозиции, сущность которого заключает-

ся в следующем.

Пусть ij k∂ 
 ∂ 

 — скорость изменения 

плотности функции распределения чис-

ла микроорганизмов по массам (объемам) 

в рассматриваемой системе данный мо-

мент времени t, обусловленная «элементар-

ным» процессом i-м, например ростом кле-

ток, тогда скорость изменения плотности 

функции распределения для сложного про-

цесса можно представить в виде суперпози-

ции скоростей для «элементарных» процес-

сов (Пеньков, 1992), т.е.lmi ij jk k
=

∂ ∂ 
=  ∂ ∂ 
∑ .

Такой подход к математическому мо-

делированию процессов, управляемых ли-

нейными и квазилинейными дифференци-

альными и интегро-дифференциальными 

эволюционными уравнениями математиче-

ской физики, позволяет описать сложный 

процесс на основе кинетических уравнений, 

описывающих «элементарные» процессы.

Итак, пусть f(x,t) — плотность функ-

ции распределения (дифференциальная 

функция распределения) числа живых (спо-

собных к росту и размножению) микро-

организмов в момент времени t по мас-

сам х в единице объема дисперсной систе-

мы; f
p
(x,t) — плотность функции распреде-

ления числа мертвых (не способных к ро-

сту и делению) клеток по массам х в еди-

нице объема системы в момент времени t; 

Г(x,t)f(x,t) — число микроорганизмов мас-

сой х, погибших в единицу времени в еди-

нице объема системы в момент времени t 

естественной смертью;nnop q r p q q r p q rssj t k u t k j k v
ζ ζ ζ∫  — число 

клеток массой х, погибших в единицу вре-

мени в единице объема системы в момент 

времени t вследствие внутривидовой борь-

бы. Здесь Г(x,t) и G(x,ζ,t) — заданные функ-

ции своих аргументов. Тогда с учетом из-

ложенного выше для пространственно-

однородных систем, когда клетки распре-

делены равномерно по объему, можно по-

лучить следующие квазилинейные интегро-

дифференциальные уравнения, описываю-

щие рост, размножение и гибель микроор-

ганизмов: nnop q r p w q x r y p w q x r z p q q r p q rssj t k { u t k j t kk ζ
∂

+ ×
∂ ∫p q r p q r|s sj k v } ~ j t k

ζ ζ
 ∂ ∂

+ − = ∂ ∂ 

 [ ]� �� � � � � �� � � � �
γ δ δ= − − − ; (1)p q r p w q x r y p w q x r z�j t k {k∂ =
∂

 

 +
nno p q q r p q r p q rss u t k j t k j k v

ζ ζ ζ∫ ; (2)
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� � ��� �� � � �+ =  (3)

где U = U(x,C,t) — скорость роста кле-

ток массой х в момент времени t; 

D
c
 = D

c
(x,C,t) — стохастический пара-

метр (D
c
 — коэффициент диффузии в про-

странстве масс); γ — удельная скорость по-

ступления в систему микроорганизмов мас-

сой х
0
, образовавшихся при делении кле-

ток массой 2х
0
; δ(z) — дельта-функция Ди-

рака от z; 〈…〉 — знак среднего значения от 

указанной величины; Y — экономический 

коэффициент; 
��� � � ���� � � � � � � � �

= =∫  и ��� � � ��� � ���� � � � � � � � �
= =∫ – соответственно 

масса N живых и N
p
 мертвых клеток в еди-

нице объема системы в момент времени t.

Система уравнений (1)-(3) незамкну-

та. Для получения дополнительной инфор-

мации умножим уравнения (l) и (2) на х и 

проинтегрируем по х от х=х
0
 до х=2х

0
. В ре-

зультате получим уравнения для определе-

ния M(t) и М
p
(t):

 
� � �� � �� � �� � � � � � � � � � � � � � � � �� � �� � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �ζ ζ ζ

∂
+ + =

∂ ∫ ∫ ∫  (4)

 
� � �� � �� � �� � � � � � � � � � � � � � � � �� � �� � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� ζ ζ ζ

∂
= +

∂ ∫ ∫ ∫  (5)

Уравнения (l)-(5) следует еще допол-

нить законом сохранения вещества:

M(t) + M
p
(t) + YC(t) = M

0
+YC

0
, M

p
(0) = 0, (6)

где С
0
 и М

0
 –значения M(t) и C(t) при 

t = 0. Для решения уравнений (1)-(6) необ-

ходимо еще задать начальные и граничные 

условия:

Начальные условия:

f(x,0)= f
0
(x) f

р
(х,0)=0, М(0) = М

0
, 

М
р
(0) = 0, С(0) = С

0
, где f

0
 (x), 

М
0
 и С

0
 — заданные величины 

Граничные условия: � �� � �� � � � � � � �� �� �� � � � � �
= − = +

= =  � �� � � � �� � � � � �� �
= ± = ±

= =� �� � ��   � � � � ¡ �   � � � � ¡ ��¢ � ¢ � �� � � � � � � �
φ φ γ= + = −

− = − =

где 3. �   �¢¢ � �� �� � �φ = = предполагает-

ся, что U > D’
c
 для всех х ∈ [х

0
,2х

0
].

Уравнение 4. (1) заменой искомой 

функции f(x,t) на F(x,t) по формуле 

 f(x,t) = [θ(х –х
0
) –θ (х — 2x

0
)]F(x,t), (7)

с учетом того, что 5. θ (z)=0 при z<0 

и θ (z) = 1 при z>0,

dθ /dz=δ(z), zδ(z) = 0, f(x,t) δ (x — z) =

= f(z,t) δ(x — z),

где δ(z) — дельта-функция Дирака, 

преобразуется в уравнение
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  ££¤¥ ¦ § ¥ ¦ ¦ § ¥ ¦ § ¥ ¦ § ¨ ¦© ª©« ¬  ® ¯  ® « ® ° «  ® « ± « ² «®  ζ ζ ζ
 ∂ ∂ ∂ 

+ + + + − =   ∂ ∂ ∂   
∫  (8)

решение которого должно удовлетворять начальному F(x,0) = F
0
(x) и граничному 

условию

 £ £³ ¤ ³¥ ´ § ¥ ¦ § µ ¥ ´ § ¥ ¦ § µ ¶·ª © ª © ©± ² «  ® ± ² «  ® ¸
γ= + = −

− = − =  (9)

Аналитическое решение получен-

ной системы уравнений представляет зна-

чительные трудности. Очевидно, что оно 

упрощается, если имеют место равенства:

Г(х,t)=Г
0
, G(x,ζ,t)=G

0
, U(x,C,t)=x ψ(C),

где ψ(0)=0, Г
0
 и G

0
 — постоянные ве-

личины, а ψ (С) — заданная функция своего 

аргумента. В этом варианте решение систе-

мы уравнений (2)-(6) можно представить в 

следующем виде:

 M(C)=M
0
+Y(C

0 
–C) –M

P
(C), C≥C*: (10)

 [ ]
£ ³ ³¥ § ¥ § ¹ º » ¦ ¼ ¦¥ § ¥ §½ ¾¿ À½ ½° Á ÂÃ Ä Â ¬ Ã Â Ä Á ° Ä ÄÁ α

α α ζ
ψ ψ ζ

 
= + + − − ≥ 

 
∫ ∫  (11)

где 6. 
³ ¶¯ α =  Из условия М(С) = 0 

при С = С* следует уравнение для опреде-

ления величины С = С*:

 M
0
+Y(C

0
-C*) = M

p
(C*) (12)

Зная зависимость функции М от С, 

согласно уравнению (3), можно найти C(t):

 
£Å Æ ¶¥ § ¥ §½½ Ç ° Ä Â ®Ä Ã Ä

ψ
=∫  (13)

Выражения (10)-(13) при G
0
 = 0 были 

получены ранее (Пищиков, Пеньков, 2005).

Анализ. Из уравнения

 [ ]³¥ § ¥ §Ã Ä ¬ Ã Ã® ψ α
∂

= − +
∂

 

следует, что при ψ(С) > Г
0
 + αМ функ-

ция M(t) возрастает от М = M
0
 до М=М

тах
,

а при ψ(С)<Г
0
 +αМ — убывает до М = 0. 

Сле  довательно, при ψ (С
λ
) = Г

0
+ αМ(С

λ
)

функция M(t) достигает своего мак-

си мально го значения. В свою оче-

редь функция М(t) возрастает от нуля 

до М
p
=М

0
 + Y(C

0
 — С*), причем ее график 

имеет точку перегиба при С=С
λ
.

Из уравнения (12) следует, что при 

гибели клеток существует пороговая ми-

нимальная концентрация субстрата, ниже 

которой клеточный прирост массы живых 

клеток прекращается.

Однако следует заметить, что для 

определения величины C=C* согласно урав-

нениям (11) и (12), необходимо знать вели-

чину 〈х〉, которую, в свою очередь можно 

найти только в случае, если известна функ-

ция 
¥ ¦ §¥ ¦ § ¥ §«  ®È  ® ¸ ®= . Очевидно, что урав-
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нение для определения искомой функции 

P(x,t) можно получить, используя уравне-

ния для функций F(x,t) и N(t):É ÉÊ Ë Ì ÍÎÏ Ð Ñ Ò Ï Ó Ï Ô ÏÕ Ö Ö∂ ∂ ∂ 
+ + + − = ∂ ∂ ∂ 

 (14)

 ÉÊ Ë ×ØÒ Ò Ð Ñ Ò ÒÕ γ
∂

= − +
∂

 (15)

Действительно, так как F(x,t) = P(x,t)

N(t), то, исключая величину N(t) из уравне-

ния (14), получим уравнения для искомых 

функций P(x,t) и 〈х〉:

 
Ì ÍÎÙ Ù Ó Ù Ô ÏÕ Ö Öγ

∂ ∂ ∂ 
+ + − = ∂ ∂ ∂ 

 (16)

 
Ê Ë Ê Ë ×Ö Ö Ó Ö ÚÕ γ ϕ ψ

∂
+ = =

∂
 (17)

Уравнение (14) справедливо и в том 

случае, когда 
Ê Ë Ê ËÓ Ö Ú

ϕ ψ= , где φ(х) — 

заданная функция. 

Для решения уравнения (16) исполь-

зуем квазистационарное приближение, по-

ложив 
Ì ×ÖÙ Õ Õ∂∂

= =
∂ ∂

 В этом приближении 

 
Ê Ë ×Ó ÚÖ Öϕγ ψ= =  (18)

Уравнение (16) значительно упроща-

ется, когда φ(х)=х. В этом варианте в ква-

зистационарном приближении, если левую 

и правую части этого уравнения умножить 

на х и проинтегрировать по х от х=х
0
 до 

х=2х
0
, используя соответствующие гранич-

ные условия, то при D
c
(x, t) = U(x, t)b(x) по-

лучим достаточно компактное уравнение

 [ ]
ÉÛÜÊ Ë Ê Ë Ê Ë ÍÖ ÝÙ Ö Þ Ö Ù ÖÝ ÖÖ= +  (19)

где ß ÛÊ Ë Ê Ë Ì àá áâ âÞ Ö Þ Ö
= =

= =  

ß ßÉ Û ÉÊ ã ä Ë Ü Ê ã ä Ë Ü àáâ â âÖ Ù Þ Ö Ù Þ
= + = −

− = − =

Перейдем к безразмерной перемен-

ной х= х
0
z. В этом случае при

 
É É ÉÉÊ Ë Ê Ü ËÊ Ë ÜÞ Ö Ö Ö ÖÞ Ö Ö− −

=  (20)

уравнение (19) преобразуется к виду

 [ ]ÛÜÊ Ë Ê ã Ë Ê Ü Ë Ê Ë ÍÝÙ å å å Ù åÝ åå λ= + − −  (21)

Решение которого, удовлетворяющее 

граничным условиям:æ É ÜÊ Ë ÍãâÙ å
λ

= + =
−

 Û É ãÊ Ë ÍÜ Ê ã ËâÙ å
λ

= − =
+

  
ÉÜÞ

λ =  (22)

представимо в видеæ ææ Ûæ ÛæÜ Ê ã Ë ÜÊ Ë ÍãÊ Ü Ë çå Ý Ö ÖÙ å ÖÖå λ λ

λλ

−

+

− − 
=  − −

∫  0<λ <1; (23)

 ÛÜÊ Ë ÍÙ å å=  λ=0. (24)

Так, 〈х〉=2x
0
ln2 при λ=0, а при λ>0 

справедливо неравенство

 
ÉÉ ÉÜ è é Ü è é Ü ×ê ÖÖ Ö Öλ

− < <  (25)

Далее, так какæ æ ææ æã ã Ê ã Ë ÍÊ Ü Ë Ê Ü ËÝ å åÝ å å åλ λ

λ
λ

−

+

− − 
= −  −

то легко показать, что функция P(z) 

нормирована на единицу.

В заключении следует отметить, что 

предложенные уравнения для описания ро-

ста, размножения и гибели микроорганизмов 

в закрытых пространственно-неоднородных 

дисперсных системах легко обобщаются на 

открытые системы с истоком и внешним ис-
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точником микроорганизмов (см., например, 

Пеньков, Пищиков, 1999).
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