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Рассмотрена экономико-математическая модель конкуренции двух 
фирм на однородном рынке сбыта с точки зрения теории оптимального 
управления. Приводится формулировка соответствующей задачи оты-
скания программного управления, минимизирующего суммарные из-
держи предприятия, необходимые для достижения заданной рыночной 
доли на дуополистическом рынке. Дана экономическая интерпретация 
полученных результатов. 

 
Математическому моделированию 

процессов конкуренции и сотрудничества 
двух фирм на различных рынках посвяще-
но довольно много научных работ, в ос-
новном использующих аппарат теории игр 
и статистических решений. В качестве 
примера можно привести работы таких 
исследователей, как Курно, Стакельберг, 
Бертран, Нэш, Парето, основные результа-
ты которых приведены в [1-2,5]. 

В настоящей работе авторами пред-
принята попытка математического моде-
лирования конкурентной борьбы с точки 
зрения экономической динамики с привле-
чением аппарата теории оптимального 
управления. 

Изменение объемов продаж конку-
рирующих фирм с течением времени мо-
жет быть описано следующей системой 
дифференциальных уравнений [4]: 
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Здесь и далее использованы сле-
дующие обозначения: 

( )tq1  - объем продаж фирмы I; 

( )tq2  - объем продаж фирмы II; 

N - объем рассматриваемого сег-
мента рынка сбыта; 

1a , 1b , 2a , 2b -положительные ко-
эффициенты, характеризующие степень 
влияния различных факторов на измене-

ния объема продаж первой и второй фир-
мы соответственно [4]. 
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ную задачу Коши к безразмерному виду: 
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Функция ( )τ1u  характеризует сте-
пень воздействия внутренней среды перво-
го предприятия на рост объемов продаж по 
отношению к аналогичной величине кон-
курента.  

Неизбежно возникает вопрос о ми-
нимизации управленческого воздействия 

( )τ1u  первого предприятия, необходимые 
для достижения к известному моменту 
времени T заранее запланированной ры-

ночной доли ( )Ty1 , ответ на который 
может быть, по мнению авторов, получен 
из решения следующей задачи оптималь-
ного управления, которая и является пред-
метом исследования данной работы: найти 
такое программное управление 

)(τuu = , которое доставляет минимум 
целевому функционалу  

min)(
0
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удовлетворяет системе дифференциальных уравнений с граничными условиями (3) и ог-
раничениями на состояние системы и управление: 

0)(1 ≥τy , max1 )( yy ≤τ , 0)(2 ≥τy , endyTy 11 )( ≥  

0)(1 ≥τu , max1 )( uu ≤τ , где [ ]T,0∈τ .     (5) 

Здесь endy1 — желаемая рыночная 
доля первого предприятия в этот же мо-

мент времени, а значение maxu выбира-
лось из следующих соображений: пусть 
предприятие для достижения поставлен-
ной цели располагает ресурсами Q, а вели-

чина )(τu может трактоваться как ско-
рость расходования ресурсов предприятия. 

Следовательно, TQu =max . Следует, 
однако, отметить, что это далеко не един-
ственный способ выбора этой величины. 

Алгоритм численного решения за-
дачи (4)-(5) основан на отмеченной рядом 
исследователей [5] глубокой связью между 
задачами оптимального управления и ма-
тематического программирования. С этой 
точкой зрения задача оптимального управ-
ления для непрерывной системы образует 
бесконечномерную задачу математическо-
го программирования в бесконечномерном 

пространстве. Основным достоинством 
данного подхода является возможность 
применения хорошо развитого аппарата 
численного решения задач математическо-
го программирования к теории оптималь-
ного управления.  

Следуя указанному подходу [5], пе-
реформулируем задачу в дискретной фор-

ме. Временной интервал  [ ]T,0  разбива-
ется на n равных временных интервалов, 
целевой функционал (4) заменяется инте-
гральном суммой, а задача Коши (3) –
конечно-разностной аппроксимацией, ос-
нованной на интерполяционных уравнени-
ях Адамса [5].   

В результате получаем задачу нели-
нейного программирования, в которой це-
левому функционалу соответствует целе-
вая функция, а уравнение состояния пре-
вращается в n2  ограничений в форме ра-
венств.  

Ограничения на состояние системы 
и управления трансформируются в огра-
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ничения в форме неравенств задачи мате- матического программирования:  
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Задача решалась численно с помо-
щью надстройки «Поиск решения» пакета 
Microsoft Office Excel 2003 по встроенно-
му алгоритму нелинейной оптимизации 
Generalized Reduced Gradient (GRG2), раз-
работанному Леоном Ласдоном (Leon 
Lasdon, University of Texas at Austin) и 
Аланом Уореном (Allan Waren, Cleveland 
State University).  

В результате в каждой точке нахо-

дились ( )1−iu , ( )iy1 , ( )iy2 , а также 

значения целевого функционала J .  
Точность полученного решения 

оценивалась «апостериори» путем подста-
новки найденного программного управле-

ния  )(tuu =  в (3) с последующим чис-
ленным интегрированием системы ОДУ 
методом Рунге-Кутта четвертого порядка 
[3].  

Некоторые результаты численных 
расчетов приведены на рис.1-3. При по-
строении графиков использовались сле-
дующие значения параметров модели: 

5,01 =endy ; 20=n ; 1max =y ; 

( ) 1,001 =y ;  ( ) 3,002 =y . 

Значение T  варьировалось в пре-
делах от 2 до 3. 

Анализ рис. 1 позволяет сделать вы-
вод об адекватности построенной матема-
тической модели и достаточной точности 
аппроксимации исходной задачи опти-
мального управления (3)-(5) задачей нели-
нейного программирования (6)-(7).  

Об этом свидетельствует тот факт, 
что непрерывные кривые, построенные по 
результатам численного интегрирования 
задачи Коши (3) практически совпадают с 
точками, соответствующими решению ко-
нечно-разностной задаче нелинейного 
программирования. 

Рис. 2 указывает на то, что во всех 
случаях поведение оптимального про-
граммного управления )(τuu =  обнару-
живает следующую характерную особен-
ность: до определенного момента време-

ни critτ  max)( uu =τ , после чего резко па-
дает до нуля. По результатам численных 

экспериментов ( )Tcrit 6,04,0 ÷≅τ . 
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Рис.1. Оптимальная динамика объема продаж фирмы I и фирмы II  для T=3. Сплошные 
линии соответствуют результатам контрольного интегрирования методом Рунге-Кутта. 
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Рис.2. Зависимость оптимального управления )(τuu = от времени для случаев T=2,0 
(кривая 1), T=2,5 (кривая 2), T=3,0 (кривая 3). Выделенные ресурсы Q=10,0. 
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Рис.3. Зависимость оптимального значения целевого функционала J от ресурсов Q  для  
T=2. 
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Это позволяет сделать практически 

важный вывод о том, что оптимальная 
стратегия предприятия по достижению 
желаемой рыночной доли в условиях дуо-
полии заключается в приложении макси-
мальных усилий именно на начальном 
участке, после чего, начиная с момента 

времени  critτ , можно значительно умень-
шить интенсивность расхода ресурсов. 

Зависимость оптимального зна-
чения целевого функционала J, от вы-
деленных ресурсов Q представлена на 
рис. 3. Убывающий характер этой за-
висимости объясняется тем, что с уве-

личением Q возрастает maxu , а значит, 
и интенсивность использования ресур-
сов на начальном, «стартовом» участке 
траектории динамической системы. А 
поскольку именно этот участок являет-
ся наиболее важным с точки зрения 
достижения желаемого результата,  в 
конечном итоге это приводит к инте-
гральному эффекту экономии ресур-
сов. 
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COMPETITION IN CONDITIONS DUOPOLY FROM THE POINT OF VIEW OF THE 
THEORY OF OPTIMUM CONTROL 
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The economic-mathematical model of a competition of two firms on a homogeneous 

commodity market is considered from the point of view of the theory of optimum control. The 
formulation of a corresponding task of search of program management is resulted, minimize 
total expend the enterprises necessary for achievement of the set market share on duopoly mar-
ket. Economic interpretation of the received results is given. 


