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вающий одновременную стабилизацию семейства 
систем 
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В этом случае мы приходим к следующей задаче: 
найти матрицы 0>= TXX  и Y  такие, что 
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Данная задача не является тривиальным обобще-
нием рассмотренной выше, но есть уверенность в том, 
что предложенный подход позволит получить конст-
руктивное ее решение. 

Задача одновременной стабилизации стохастиче-
ских систем приводит к матричным неравенствам 
более сложного вида: 
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Подобные линейные неравенства повышенной 
размерности возникают и в других задачах теории 
управления, в частности, при исследовании систем с 
запаздыванием. 

Таким образом, предполагаются следующие эта-
пы дальнейшего исследования в данном направлении: 

• Получение аналитических критериев существо-
вания решения задачи одновременной стабилизации 
систем вида (5). 

• Получение аналитических критериев существо-
вания решения задач, приводящих к линейным мат-
ричным неравенствам повышенной размерности, в 
частности, к неравенству (6) в задаче одновременной 
стабилизации стохастических систем. 

Работа выполнена при частичной финансовой 
поддержке РФФИ (грант 02-01-00220) и федерально-
го агентства по образованию (грант А04-2.8-947) 

 
 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ДИНАМИКИ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ С  

НЕГОЛОНОМНЫМИ СВЯЗЯМИ С ПОМОЩЬЮ 
УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА ВТОРОГО РОДА 

Филькин Н.М. 
ОАО "ИжАвто" 

 
Уровень совершенства механической системы 

(машина, агрегат, узел и т.п.) во многом закладывает-
ся при анализе динамики ее конструкции. Современ-
ные информационные технологии позволяют выпол-
нять такого типа исследования механической системы 
(МС) на математических моделях, которые обычно 
представляют собой системы дифференциальных 
уравнений вида: 
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )F(t)XCXKXM =++    &&& , (1) 

где [ ]M , [ ]K , [ ]C  – соответственно матрица масс и 
приведенных моментов инерции, матрица коэффици-
ентов демпфирования и матрица коэффициентов же-
сткостей звеньев МС; ( )X&&  – вектор ускорений обоб-

щенных координат (количество координат равно чис-
лу степеней свободы всех рассматриваемых звеньев 
МС), однозначно определяющих положение всех час-
тей МС; ( )X&  – вектор разностей скоростей обобщен-
ных координат взаимодействующих масс МС; ( )X  – 
вектор разностей перемещений обобщенных коорди-
нат взаимодействующих масс МС; ( )F(t)  – вектор 
функций обобщенных сил, действующих на обоб-
щенные координаты; t – текущее время.  

Для вывода системы дифференциальных уравне-
ний вида (1) на практике широко применяется урав-
нение Лагранжа второго рода вида: 

k
kkkk

Q
qqq

T
q
T

dt
d

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−







∂
∂

&&

ФП , (2) 

где Т – кинетическая энергия МС; П – потенциальная 
энергия МС; Ф – диссипативная функция, характери-
зующая уменьшение энергии с течением времени; Qk 
– обобщенная сила, соответствующая k-ой обобщен-
ной координате kq ; kq&  – скорость обобщенной ко-
ординаты. 

Известно, что уравнение (2) справедливо для МС 
с голономными связями. Для исследования движения 
неголономной системы теоретические разделы меха-
ники требуют применения специальных уравнений, 
например, уравнение Аппеля или уравнений, полу-
чаемых из дифференциальных вариационных прин-
ципов механики, что затрудняет проведения анализа 
динамики конструкции МС. Более того, на практике 
многие МС могут быть как голономными, так и него-
лономными в зависимости от режимов работы МС. 
Например, у большого количества машин в трансмис-
сиях имеются фрикционные муфты сцепления. При 
работе с блокированной муфтой сцепления мы имеем 
голономную МС, а при ее буксовании появляется не-
голономная связь. В данном случае актуален вопрос о 
возможности применения уравнения (2) для таких 
неголономных систем. 

При появлении подобной неголономной связи 
предлагается рассматривать МС как комбинацию ее 
двух частей с голономными связями, соединенных 
между собой некоторой активной силовой связью 

( )ϕϕϕ &&&  ,,F  (рисунок). Пусть силовое взаимодействие 
этих частей осуществляется между выходными эле-
ментами первой части (выходной вал, ведущие детали 
муфты сцепления и т.п.) и входными элементами вто-
рой части МС (входной вал, ведомые детали муфты 
сцепления, исполнительные механизмы рабочих ор-
ганов и т.п.). Силовая связь ( )ϕϕϕ &&&  ,,F  при матема-
тическом описании работы МС может иметь сложный 
характер и представлять собой сумму крутящих мо-
ментов и сил, зависящих как от обобщенных коорди-
нат соединяемых элементов ϕ  (позиционные силы, 

например, сила упругости), так и от их скоростей ϕ&  
(силы сопротивления, например, демпфирования, 
трения и т.п.) и ускорений ϕ&&  (силы инерции). 
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Рисунок 1. Упрощенная структурная схема МС 

 
Схематическое разделение машины на две со-

ставляющие ее части позволяет раздельно разрабаты-
вать математические модели различных режимов ра-
боты МС для составляющих ее частей с помощью 
уравнения Лагранжа второго рода (2). Система диф-
ференциальных уравнений, описывающая работу МС 
в целом, получается путем простого добавления к 
системе дифференциальных уравнений, соответст-
вующей первой части МС, системы уравнений, опи-
сывающей работу второй части МС, с учетом силовой 
связи ( )ϕϕϕ &&&  ,,F  между обобщенными координата-
ми соединяемых элементов этих частей машины. 

В этом случае количество уравнений, описы-
вающих движение МС, будет больше, в сравнении с 
применением уравнения Аппеля. Но при численных 
методах интегрирования на ПЭВМ систем дифферен-
циальных уравнений типа (1) наиболее рационально 
иметь избыточные дифференциальные уравнения и 
универсальный подход к построению математических 
моделей МС с голономными и неголономными связя-
ми, чем применять более сложный и трудоемкий ма-
тематический аппарат разработки математических 
моделей (систем дифференциальных уравнений) ди-
намики МС. 
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Интерес к исследованию осциллирующей состав-

ляющей температурного поля, возникающего под 
действием периодических δ -образных источников 
тепла, был стимулирован необходимостью разработки 
методов измерения теплофизических свойств пленок 
и тонких фольг [1]. Одна из проблем, которые возни-
кают при исследовании тепловых свойств плёнок и 
тонких фольг, связана с резким (экспоненциальным) 
ростом тепловой прозрачности образцов с уменьше-
нием их толщины l . Поэтому, чтобы получить изме-
ряемое в эксперименте затухание температурного 
сигнала, исследования проводят в существенно неста-
ционарных температурных полях. В литературе опи-
саны методы измерений основанные на нагреве сину-
соидальными и однокракто-импульсными источника-
ми тепла. Эти методы разработаны для массивных 
образцов и их применение для плёнок встречают 

серьёзные трудности. Если образец не является аппа-
ратным средством самого метода, достичь частоты 
колебаний при синусоидальном нагреве kHzω ≥1  
практически невозможно из-за резкого уменьшения 
амплитуды колебаний с увеличением частоты. Чтобы 
увеличить степень нестационарности температурного 
поля используют метод однократного импульсного 
нагрева (с длительностью импульса τ порядка долей 
микросекунды). Однако его применение связано с 
большой случайной ошибкой из-за малой величины 
выборки и нестабильности характеристик силового 
тракта при малых длительностях импульса. 

До настоящего времени эти метода рассматрива-
лись как альтернативные, поскольку в одном случае 
предполагается использование монохроматического 
гармонического нагрева, в то время как в другом иг-
рает роль именно ширина спектра. В результате оста-
лись неизученными возможности метода, основанные 
на периодическом резонансными источниками тепла с 
δ -образной плотностью мощности в импульсе. Наи-
более разработанными источниками такого тепла яв-
ляются лазеры с акустооптической регуляцией доб-
ротности резонатора. Было показано [2], что за счёт 
дополнительной степени свободы – коэффициента 
заполнения γ = τ·ω можно выйти в радиочастотный 
спектр колебаний температуры ~ 10 kHz - 1 MHz  и 
достичь амплитуд колебания в плёнках ~ 100 K почти 
не меняя среднюю мощность нагрева. Тем самым 
представленные к разработке методы, имеют степень 
нестационарности характерную для однократных им-
пульсных методов, но в то же время позволяют со-
хранить и в ряде случаев уменьшить погрешность 
измерений, достигнутую с использованием гармони-
ческого нагрева. 

Моделирование воздействия такого излучения на 
пленки связано с решением достаточно сложной не-
линейной задачи, которое удается получить числен-
ным методом при малых значениях t  [3], что весьма 
неудобно при использовании его в эксперименте. В 
связи с этим в работе изучена асимптотика задачи при 
t → ∞ , получено решение для квазистационарного 
теплового режима ( , ) ( ) ( , )i i iT t x T x t xθ= + и про-
ведено математическое моделирование осциллирую-
щей составляющей температурного поля ( , )it xθ  в 
средах с поверхностным и объёмным поглощением.  

Для этого исходная нелинейная задача линеари-
зовалась по малому параметру θ , для которого 
строилось аналитическое решение в виде ряда 
 ( )( , ) Re ( , )expi k i k k

k
t x c H x i tθ ω ω =  ∑ , 

2 /k пk tω π= , представляющего собой суперпози-


